Przygotowanie do matury na MAKSA!
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Jaki jest Wasz cel % z matury
2 matemabyki?




Szalenstwem jest robic wcigz 6o samo |
oczekiwac roznych rezulcatow.
Albert Einstein
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Logarytmy, dowody

algebraiczne i wielomiany



Logarytmy

Niech a > 0 i a # 1. Logarytmem log, b liczby b > 0 przy podstawie a nazywamy
wyktadnik ¢ potegi, do ktorej nalezy podnies¢ a, aby otrzymaé b:

log, b =c wtedy i tylko wtedy, gdy a“=»>b

Réwnowaznie:

alo8ab = p

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x > 0, y > 0 oraz r prawdziwe sg rownosci:

log,(x-y) =log,x +log,y log, x" =1 -log, x

log, (g) = log, x —log,y

Wzér na zamiane podstawy logarytmu:

jezeli a>0,a+1,b>0,b+#1 oraz ¢ > 0, to:
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Zapisy logx oraz lgx oznaczajg log;, x.



Potegi I pierwiastki

e Niech m, n beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:

_ 1

— dla a # 0: anzm oraz a’=1
m a

— daa>=>0: an=+Vam
_m 1

— dla a>0: anznam

e Niech r, s bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jesli a > 0 i b > 0, to:

r
a’ -a’ =a’ts (ar)s = a’s a_ = a’s
as
a\" a’
a-b)'=a"-b" (—) = —
(a-b) b/ b
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Zadanie 7.

Funkgja f jest okreslona wzorem %/ XE (/{ ( EL) y U;‘FQ)

f(x) =log,2_,(x3 —2x% + x + 4)
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Zadanie 7.1. (0-3)

Wyznacz dziedzine funkcji f. Zapisz obliczenia.
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Zadania

Zadanie 7.2. (0-4)

1e(0,1)

Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € (1,v2) prawdziwa jest nier6wnos¢

f(x) >log,s_,,2,.,(3x + 3)2
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Wartosc bezwzgledna

Wartos¢ bezwzgledng liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:

le:{x dla x>0
—x dla x<0

Liczba |x| jestto odlegto$é na osi liczbowej punktu o wspoétrzednej x od punktu
0 wspoétrzednej 0.

Dla dowolnej liczby x mamy:

x| >0 |x| = 0 wtedy itylko wtedy, gdy x =0 | —x| = |x|

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y mamy:

Ix +yl < |x| + |yl Ix =yl < x|+ 1yl Ix -yl = x| - |yl

Ponadto, jesli y # 0, to:

|x|_lx|

AN

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a oraz r = 0 mamy:

|x —al| <r wtedyitylkowtedy,gdy a—-r<x<a+r
|x —al =r wtedyitylkowtedy,gdy x<a—r lub x>a+r
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W szczegolnosci, dla kazdej liczby rzeczywiste] a prawdziwa jest rownosc:

Vaz = lal
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Rozwiaz réwnanie |x + 2| = |2x — 5|
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X4 = ¢ -5

P =%
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Zadania

Rozwiaz réwnanie |x — 2|

X~-L>LdxtF Vo x-L=x-Y¥
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Rozwiaz nieréwnos¢ |x? — 3x + 2| > |x — 1|
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Dowody algebraiczne

1) wzory skroconego mnozenia

2) bezposrednio z zatozenia

3) hierownosci pomiedzy srednimi

4) pochodne



r—

~ Zadania (xlflj’*)

Zadanie 3. (0-3)

. Xt Wff({vq

Wykaz, ze dla dwéch dowolnych liczb catkowitych x, y takich, ze liczba x* + 2y? jest
podzielna przez 2, liczba

X' hx‘ﬂ{*({f U
TRl
oY TS (o sk W b ook
Yeadiok L. oy bk 4
h

\ *Q&L ?OOLUM,WL ?W—L L
e+ @ooﬂwlw() prez LR (2 4) fosk pocwittne poz b

a}m(o_, \,wk ?oo\y\;o(,n.,l(),. P,{,v \/I |'es¥ ?Odo\'C(MQ_ fle(/ l/l

jest podzielna przez 4.
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Zadania

Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatniej a i kazdej liczby dodatniej b takich, ze
a+ b = 1, prawdziwa jest nierownos¢

b=1-a R B
3

+ =
2a+b a+2b
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Zadania

1
Wykaz, ze jeSlia,b,c > 0ia+ b+ c = 2,to'a* + b*> + ¢* > 15.

Qb 0 ¢ { A
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§r. harmoniczna < §r.geometryczna < $r.arytmetyczna < §r.kwadratowa
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Wielomiany

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

(a + b)? = a? + 2ab + b? (a+b)? =a®+ 3a?b + 3ab? + b3
(a — b)? = a? — 2ab + b? (a—b)® =a®—3a?b + 3ab? — b3
Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych a, b mamy: Wzory Viete’a dla wielomianu stopnia trzeciego:
a"—b"=(a—-b)(@"*+a" b+ ..+ a" b1+ L+ ab™ %+ bh"Y) w(x) =ax?® +bx? +cx+d,a#0
W szczegodlnosci: b
X1+ Xx2 +x3 = —E
a’—b*=(a—b)(a+hb) a’t—1=@-1D(a+1)
a® — b3 = (a—b)(a® + ab + b?) aAd—-1=(@a-1@+a+1) x1-x2-x3=—g
a
a® +b® = (a+b)(a? —ab + b?) ad+1=@(@+1)(a*—-a+1) .
X1X2 + X2X3 -+ X1X3 = —
a"—1=(a—D@"*+a"?+ ..+a+1) a




Wielomiany

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu

Jezeli wielomian W(x), o wspotczynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny, ktory
mozna zapisac za pomocg utamka nieskracalnego, to licznik tego utamka jest
dzielnikiem wyrazu wolnego, natomiast mianownik - dzielnikiem wspétczynnika przy

najwyzszej potedze.

Jesli suma wszystkich wspétczynnikéw wielomianu jest rowna 0 to 1 jest pierwiastkiem
wielomianu.



Zadania

Na rysunku obok przedstawiono fragment wykresu y A
wielomianu W okreslonego wzorem T

1 67
W(x) = §x3 — 2x? +?x -3

dla kazdego x € R.

Oblicz wszystkie pierwiastki wielomianu W.
Zapisz obliczenia.

D= X - 1o 6 Tx-AY g

N(8)= 540~ 102+ 536 24=0
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Funkcje, funkcja kwadratowa,
wymierna i logarytmiczna



Wzory Viéte’a

Jezelil A> 0, to

S Y

x1+x2=—— x1~x2:
a

Dana jest funkcjay = f(x):

Wykres funkcjiy = f(x — 1) powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji
y = f(x) o1jednostke w prawo

Wykres funkcjiy = f(x + 1) powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji
y = f(x) o1jednostke wlewo

Wykres funkcjiy = f(x) — 1 powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji
y = f(x) o1jednostke w dot

Wykres funkcjiy = f(x) + 1 powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji
y = f(x) o1jednostke w gore

Wykres funkcji y = —f(x ) powstaje przez symetrie wykresu funkcji

y = f(x) wzgledem osi OX (odbicie gora-dot)

Wykres funkcji y = f(—x ) powstaje przez symetrie wykresu funkcji
y | = - f(x) V\-/zglqc-iem osi OY (odbicie lewo-prawo) ' 02iedzZina | ZW |
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Zadania

Funkcja kwadratowa f jest okreslona wzorem f(x) =px?+ (p—1)x+1—2p dla

kazdego x € R.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych funkcja f ma doktadnie dwa

miejsca zerowe X; i X, , ktdrych réznica jest rowna 1. Zapisz obliczenia.
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Zadanie 12. (0-5) : .} 4 ?n
Funkcja kwadratowa f zmiennej rzeczywistej x jest okreslona wzorem
f)=(m+1Dx?>?—4mx+3—m _ _/\
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f ma dwa rézne miejsca e

Zerowe x4, X, oraz przyjmuje warto$¢ najwiekszg, rownga co najmniej x; + x, — 2x1X>.
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Twierdzenie Darboux

Twierdzenie Darboux:

Jesli funkcja f jest ciagla w pewnym przedziale < a,b >i f(a) # f(b), to funkcja
f przyjmuje w przedziale (a, b) wszystkie wartosci miedzy f(a) i f(b).

Czyli w uproszczeniu mozemy powiedziec, ze dowolna liczba, ktdra lezy pomiedzy f(a) i

f(b) jest wartoscig tej funkcji dla jakiego$ argumentu z przedziatu (a, b).
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Zadania

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 2x 3

X+ 2

2
Wykaz, ze funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe, ktére nalezy do

przedziatu [2 4]

4= 55 bl = 5 = 25 e

+ 4log1 x dla kazdego x > 0.

5 th= 3
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Funkcja wyktadnicza

f(x) =a*,a € R{1}

Funkcja logarytmiczna

f(x) =log,x,a € R*{1}
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Zadanie 1. (0-2)

Substancja radioaktywna X ulega rozpadowi zgodnie z rwnaniem

M(®) = Mo 2T n

gdzie 0?/ c-g-< E /' 80
M, - masa poczgtkowa substancji X (wyrazona w gramach) 80 ' ’
t - czas wyrazony w godzinach - L < 4

5
T - czas potowicznego rozpadu substancji X (wyrazony w godzinach) 02

M (t) - masa substancji X po czasie t (wyrazona w gramach) _ % ,l1
Badaniu poddano prébke substancji X o masie poczgtkowej rownej 80g. Po 15 godzinach, masa 02/ < 02,

analizowanej prébki zmniejszyta sie do2,5g.

mniejsza od 5g. —

Oblicz, po ilu pelnych godzinach masa substancji radioaktywnej X bedzie po raz pierwszy ,E (1 [ (l 5)
<l - e -~
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Zadanie 6.

Funkcja f jest okre$lona wzorem f(x) = |ﬁ - 2| — 3 dla kazdej liczby rzeczywistej x # —1. /-\‘3

Fragment wykresu tej funkcji przedstawiono na ponizszym rysunku. ‘ OL 5 <&/
A l X *4 |
:
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/ Xtd OL =l -01> "5
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Zadanie 6.1. (0-3) L'ﬁ%ﬁ "'2.)) ( )
Rozwiaz nier6wnos¢ e ( ~é -tx (}5 + 11) <—O (“({ + $x) ( % 4 ‘)
Zapisz obliczenia. K= —% K"" = 4 K - ,%
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Zadania

Zadanie 6.2. (0-4)
Funkcja g jest okreslona za pomocg funkcji f wzorem

gx) =—f(x)

Wyznacz wszystkie warto$éci parametru m, dla ktérych réwnanie g(x) = —3m? + 2m + 2 ma
doktadnie dwa rozwigzania réznych znakéw.
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Trygonometria i ciagi
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Trygonometria
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Zadanie 9. (0-4)

—>
[
&;
=
j’\
[
s\‘f‘;

Rozwiagz réwnanie
2sin?xcosx + 2sinxcos’*x = \/_ 2sin2x

w przedziale [—2m, 0].

iﬁl\n&)& O3 4025an ws‘zx “02/@61‘/’\{ tosx =
023‘02{ C95x (_&‘nx, +CO=x ~ @u) =0
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Zadania -
Zadanie 8. (0-4)
Rozwigz rownanie
sin(5x) + cosx =0
w zbiorze —%,%].Zapiszobliczenia. R
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Zadania

Rozwiaz rownanie cos(3x) +vV3sin(3x) +1 =10

/-2

W przed2|ale (0, ).

;(Loosﬁx + 3 SN D "‘}2-/

ind- cos p + CQﬁoé‘ snp= S (olfb)
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Zadania

Oblicz zbiér wartosci funkgji

f(x) = sinx + cosx
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Twierdzenie o trzech ciggach

Jesli dane sg trzy ciagi liczb rzeczywistych a,, b,, oraz c, oraz a, < b, < ¢, dla kazdego

n i wiadomo, ze lim a,, = gi lim ¢, = g to lim b,, = g.

n—00 n—0o n—00

Dla uproszczenia, mozemy ujac to nastepujgco: jesli potrafimy wskazac dla danego ciggu
dwa inne ciagi, ktore go ograniczajg (z gory i z dotu), a ktorych granice potrafimy

obliczy¢ i one sg sobie rowne, to wtedy takze ten cigg ma takg samg granice.
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Zadania

Oblicz granice lim V6™ + 7. Zapisz obliczenia.

n—0o
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Zadania

Zadanie 1. (0-2)
Oblicz granice

’ (3-2n)2-(2—-—n)d
ngg n(—Zn - 1)2

Zapisz obliczenia.
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Zadania

>~

W nieskonczonym malejgcym ciggu geometrycznym (a,,), okreslonym dla n > 1, jest

Qr @' 20
VAT

spetniony warunek

as+az 29

a; 25

@y 940

Suma wszystkich wyrazoéw tego ciggu o numerach parzystych jest rowna 6. ,Q_‘_ (L" J;f
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Zadanie 10. (0-4 7

Ciag (a, b, ¢) jest trzywyrazowym ciggiem geometrycznym, a cigg (a + 4,11, b + 3) jest
trzywyrazowym ciggiem arytmetycznym. [loraz ciggu geometrycznego jest rowny roznicy ciggu
arytmetycznego.

Oblicz a, b oraz c. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.
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" Matematyki

Jezeli k6os z Was poczuje, ze te zajecia albo ten
materiat naprawde mu pomogty — to hedzie mi
bardzo mito, jesli zosGawicie opinie na Google.

To pomaga innym uczniom trafic na dobre
materiaty, a mi rozwijac Go, co robie
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Planimetria, geometria
analibyczna, stereomebtria



Planimetria

Jesli dwie proste przecinajg okrgg odpowiednio w punktach Ai B oraz CiD, a takze
przecinajg sie w punkcie P to

|PA| - |PB| = |PC| - |PD|

Twierdzenie o stycznej i siecznej

Jezeli prosta przecinajgca okrgg w punktach B i C oraz prosta styczna do tego okregu w
punkcie A, przecinajg sie w punkcie P to

IPB| - |PC| = |PA|?




W czworokat wypukty mozna wpisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtugosci jego
przeciwlegtych bokéw sg rowne.

a+c=b+d

Pole czworokata: P = pr = &2 ;”d :

2P
a+b+c+d

Promien okregu wpisanego w czworokat: r =

Jezeli w czworokat mozna wpisa¢ okrag i na czworokgcie mozna opisa¢ okrag, to jego
pole jest réwne P = +v/abcd

1
R =§d1d2 siny

y to kat przeciecia przekatnych

Na czworokgcie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar jego
przeciwlegtych katéw wewnetrznych sg rowne 180°.

a+y=p+6=180°
Pole czworokata: P = ,/(p —a)(p —b)(p — c)(p — d)

p — potowa obwodu czworokata




Planimetria

Whiasnosci trapezu

- Czworokat, ktéry ma co najmniej jedng pare bokéw réwnolegtych.
- Pole trapezu: P = %’ ‘h
- Suma miar katéw przy jednym ramieniu trapezu jest réwna 180°.
- Jezeli trapez jest rwnoramienny: P = %ez siny

- Odcinek t3czacy Srodki ramion trapezu (m) jest rownolegly do obu podstaw trapezu, a
jego dtugos¢ jest rowna potowie sumy dtugosci podstaw trapezu

_a+b

o2

m

- Odcinek t3czacy Srodki przekatnych trapezu (n) jest rownolegly do obu podstaw
trapezu i jest potowg réznicy
b dhugosci jego podstaw

e n_la—bl
2

Katy n — kata foremnego

(n—2)-180°

Miara kagta wewnetrznego n — kata foremnego: a = -

Suma miar katéw wewnetrznych n — kata foremnego: S = (n — 2) - 180°

Przekatne wielokata wypuktego

n(n-3)
2

Liczba przekatnych wielokata wypuktego jest rownap =



Zadania

Zadanie 6. (0-3)

Dany jest okrag O. Przez punkt A poprowadzono dwie proste, ktére sg styczne do tego
okregu w punktach — odpowiednio — P oraz (). Przez punkt B lezacy na odcinku AP

poprowadzono styczng do tego okregu w punkcie D, ktéra przecieta odcinek AQ
w punkcie C (zobacz rysunek).

Wykaz, ze jezeli |AQ| = 5 |BP| oraz FCDI = 2 - |BD|, to tréjkat ABC jest
rownoramienny.
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Zadanie 8. (0-4)

Wykaz, ze cos 4CAB = |AB|-|AC|

21ac|

o s
b & R
L™ Sin(189™3)

b'@fﬂ%ﬁ’@' 5;,'10(/

b (5|‘M‘OQ%QaLf (pzp[-ﬁj'rbu,) —C-Sin A/
\b (/ﬁno[»' o@zo?sbi-sfm( Y5578 ) = C-Sind

L il vcptol-tloest)=c-5 /- Bink
b(w% + (OSHLt 4)«-.(/

L,
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bbl=(Is>eg~~| 288 =
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W kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych (x,y) czworokat ABCD jest rownolegtobokiem

takim, z¢ BD = [=21,=7] i DC = [15,8]. 545 _ 'Ajg
Oblicz pole tego réwnolegtoboku. Zapisz obliczenia. P
> ¢
(7
)
A 6
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A= L =25
A. %X > :L..S; -4 ¥ :.":lis_’ _
Zadanie 11. (0-6) 8 T 2™ 2 %
W kartezjanskim uktadzie wspoirzednych (x,y) prostaoréwnaniu 3x+y+2=0 3 {, «l - - _g
przecina parabole o réwnaniu y = x?> — 2x — 8 wpunktach A oraz B, ktére sa kolejnymi A, = ‘6) Co TA _672’—
wierzchotkami réownolegtoboku ABCD. Wierzchotek 4 ma pierwszg wspotrzedng ujemna.
Wierzchotek C lezy na prostej o rownaniu y = — %x + 1 i ma pierwszg wspotrzedng

dodatnig. Odlegto$¢ punktu C od prostej zawierajgcej bok AB réwnolegtoboku jest C 4
réwna 9\/51_0. K(./ [ N ZKC-E

Oblicz dtugos¢ boku BC tego rownolegioboku. Zapisz obliczenia.

%= 6 _ 8(470 B fettd | /
Je=2L (6 OZ) ey /(To

Bo={ 13 2B f -l

e 318 v daxtioi8
S5 |3 Sl | 5
- X~ o i ' ’h’éD
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Zadanie 12. (0-4)

Dany jest graniastostup prawidtowy trojkatny ABCDEF o podstawach ABC oraz DEF. Kat « jest
katem pomiedzy $ciang boczng ACFD tego graniastostupa i przekatng AE Sciany bocznej ABED.

Wiadomo, ze tg a = goraz |AE| = +/30.

1

Gt ™

Oblicz objetos¢ graniastostupa ABCDEF. Zapisz obliczenia _ _
3 - %= g ,
D1 o G- rg\, ’ ;ng (,%x)z': (50
D i 1O x% =20
bt 5@) A /\"E ZX %@ @O \&2 vﬁb SO
| =\
et (3" o g

¢ ,
a2 N
p > b
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Zadanie 13. (0-6) Pﬂ.

Ty—. @»H%&@SQ, AMSC
(157"

i (B
Zadania L ALYy (B¥ Lo

Podstawg ostrostupa jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Wysoko$¢ tego trapezu ma
dtugos¢ 4, a ponadto |BC| = 5. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa sg nachylone do

plaszczyzny podstawy pod tym samym katem «a takim, ze tg a = g. Wysokos¢ tego ostrostupa

ma dtugos¢ rowng v137.

Oblicz objetos¢ tego ostrostupa. Zapisz obliczenia.
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Zadanie 9. (0-4)

Tegoroczny maturzysta, Marek, postanowit zdawac¢ egzamin maturalny z matematyki oraz z n/-; n/
fizyki na poziomie rozszerzonym. Zdecydowat, ze bedzie rozwigzywat zadania ze zbioru, ktéry
zawiera pewnag liczbe zadan, z ktérych 70% to zadania z matematyki, a 30% - zadania z fizyki. P = Q‘F

Zadania z obu przedmiotoéw sg wymieszane, a ich kolejnos¢ jest losowa. Marek postanowit O 3
wylosowac kilka zadan ze zbioru. ?, l
Oblicz minimalng liczbe zadan, jakie powinien wylosowa¢ Marek tak, aby k = O

prawdopodobienstwo tego, ze wylosuje przynajmniej jedno zadanie z matematyki byto

wieksze od 99%. Zaktadamy, Ze jedno, konkretne zadanie moze by¢ wylosowane @ %)l’ ’./'Q m84
|

wielokrotnie.

A‘—— Mawk nic lﬂ\,\nsmje, Jdacdlneo _ozmd. 2 mdhomol b
PN =P (0) <o } b 03 =0 3; / _@%%2 ggg
B <b(r)- 2> -ast /L4
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Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych losujemy jedng liczbe.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, Ze wylosowana

liczba jest podzielna przez 15, jesli wiadomo, Ze jest ona podzielna przez 18.
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Zadanie 14.
Rozpatrujemy wszystkie walce o objetoSci rownej 686.
Zadanie 14.1. (0-2)

Wykaz, ze pole powierzchni catkowitej P kazdego z rozwazanych walcéw w zalezno$ci od
dtugosci r promienia podstawy walca jest okres§lone wzorem

P(r)=21t( +@)

P@-Q g™+ it
Ply)~lia" 200 = &

mm( =
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Zadanie 14.2. (0-4)

)7%

Pole powierzchni catkowitej P walca w zaleznoSci od dtugosc

okreslone wzorem

dlar > 0.
Y

obliczenia.

P\(q)“’rl”— ‘

V(%HE G L 20D 09T

/

3
N (r
SCi S romienia podstawy walca jest

ucr’f 686
P(r)=2m- (r +%) @C\Q)' l

Wyznacz dtugo$¢ promienia podstawy tego z rozpatrywanych walcéw, ktérego pole
powierzchni catkowitej jest mozliwie najmniejsze. Oblicz to najmniejsze pole. Zaplsz
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Czy czujecie sie pewniej?
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Powodzenia ha maturze!
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Znajdziesz
mhie tutaj:

Paulina odf MJMW
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