Prébna matura Poziom Rozszerzony Grudzien 2025/2026 - SCHEMAT OCENIANIA
Paulina od Matematyki
Zadanie 1. (0-2)
Proces tadowania pewnego urzadzenia przebiega zgodnie z zaleZno$cia

(100 (1 —kb) dla t€[03)
Q1) = {87,5 +4-log,(t—2) dla te][3, )

gdzie

Q(t) - poziom natadowania urzadzenia (wyrazony w procentach)

t - czas, ktory uptynat od momentu rozpoczecia tadowania (wyrazony w godzinach)
k - wspotczynnik liczbowy

Rozpoczeto proces tadowania tego urzadzenia, ktory przebiegat zgodnie z zaleznos$cig Q. Wykres
tej zaleznos$ci przedstawiono na ponizszym wykresie:
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Funkcja Q(t) jest ciagta.

Oblicz poziom natadowania urzadzenia po 2,5 godziny od rozpoczecia procesu tadowania.
Wynik zapisz w procentach, z doktadnoscia do dwoch miejsc po przecinku. Zapisz obliczenia.

Odpowiedz: 82,32%
Rozwigzanie:
1p - obliczenie warto$ci wspétczynnika k

Funkcja Q(t) jest ciggta, zatem warto$ci wyrazen 100 - (1 — k') oraz 87,5 + 4 - log,(t — 2) dla
t = 3 saréwne:

100(1 — k%) = 87,5 + 4 - log,(3 — 2)

k==
2
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2p - obliczenie poziomu natadowania urzadzenia po 2,5 godziny od rozpoczecia tadowania

5
1\2 1
0(2,5) = 100(1 — k*5) = 100 1 — (5) —100{1- fﬁ ~ 82,32%

Zadanie 2. (0-2)

Prosta o réwnaniu y = 18x — 27 jest styczna do wykresu funkcji f, okreslonej wzorem
fx)=3x34+mx?+kx+1

w punkecie o pierwszej wspotrzednej réwnej 2.

Oblicz k oraz m. Zapisz obliczenia.

Odpowiedz: k=2 , m=-5

Rozwigzanie:

1p - obliczenie pochodnej funkcji f oraz wyznaczenie dowolnej zaleznosci wiazacej k i m, np.
4m + k =—18

fl(x) =9x%+2mx + k

Prostay = 18x — 27 jest styczna do wykresu funkcji f w punkcie o pierwszej wspétrzednej x, =
2, stad mamy:

f'(x) =a
f'(2) =18
9:22+2m-2+k=18
4m+k =-18
2p - obliczenie k oraz m
P = (2,y,) - punkt stycznos$ci prostej y = 18x — 27 do wykresu funkgcji f
Poniewaz punkt P lezy na prostej o r6wnaniu y = 18x — 27, to mamy:
Yo =18-2 =27 = Yo =9
Zatem P = (2,9). Punkt P lezy na wykresie funkgcji f, zatem mozemy zapisac:
fx)=3x34+mx?+kx+1
9=3-224+m-22+k-2+1
dm + 2k = —16 = 2m+k =-8
Rozwigzujemy uktad réwnan ztozony z dwdch otrzymanych réwnan:

e N L
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Zadanie 3. (0-3)
Niech a = logs; V5.

Wykaz, ze

4a+ 6
3

log,3-log34 -10gy5-1logs6- ... 10g9g99 - l0gee100 =

Rozwigzanie:

1p - poprawne zastosowanie (co najmniej raz) wzoru: log, b - log, ¢ = log, ¢ albo wzoru na
zamiane podstawy logarytmu

log,3-1log;4-10g,5-1logs6 - ...- 10ggeg99 - loggee100 =
=10g,4 -log,5-1logs6 - ... 10geg99 - l0ge9100
2p - zapisanie lewej strony danej réwnosci w postaci log, 100
log,4 -10gs5-1logs6 - ...-10geg99 - 10gee100 =log, 5 logs6 - ...~ l0geg99 - l0ge9100 = log, 100

3p - uzasadnienie tezy
NG 1 1 2
a =logsz V5 = a=log2%52 = a=3-z-log25 = 1og25=§a

2 4a+ 6
log, 100 =log,(4 - 52) =log, 4 + 2log, 5=2+2 '34=—3

Zadanie 4. (0-3)

Rozwiaz nier6wnos¢
|x?2 — 4| <5—8x

Zapisz obliczenia.

Odpowiedz: x € (—9,4 —V15)

Rozwigzanie:

1p - wyrdznienie odpowiednich przedziatéw i zapisanie nieréwnosci w kazdym z nich

x2—-4>0 = x€(—00,—2]U[2, »)
x2—4<0 > x€(=22)

1) W przedziale x € (—o0, —2] U [2, ) nier6wno$¢ ma postac
x2—4<5—-8x

2) W przedziale x € (—2,2) nier6wnos$¢ ma postac

—x%24+4<5-8x

2p - rozwigzanie obu otrzymanych nieréwnosci

1) x € (—o,—2] U [2, )
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x2—4<5—8x
x €(—-9,-1)

Uwzgledniajac przedziat x € (—oo, —2] U [2, ), mamy:
x € (—9,-2]

2)x € (=2,2)
—x2+4<5-8x
x € (—9,4 —V15) U (4 + V15, )

Uwzgledniajac przedziat x € (—2,2), mamy:

x € [-2,4 —V15)
3p - podanie odpowiedzi
x € (9,4 —V15)

Zadanie 5. (0-3)

Dany jest trojkat prostokatny o kacie prostym przy wierzchotku A. Ponadto, spetione sg
warunki:

e na przyprostokatnej AB trojkata lezy punkt K w taki sposéb, ze |AK| = 2 - |KB|
e na przyprostokatnej AC tréjkata lezy punkt M w taki sposéb, ze |[AM| = 2 - |MC]|
e na przeciwprostokatnej BC tréjkata lezy punkt L w taki sposob, ze |BL| = |LC|

Kat ALC ma miare rowna f3.
Wykaz, ze stosunek pola kota opisanego na tréjkacie ABC do pola czworokata AKLM jest
réwny Z5in B’
Rozwigzanie: o1
90° — =
C 5B

Zauwazmy, ze punkt L jako srodek
przeciwprostokatnej trojkata jest

$rodkiem okregu opisanego na tym y
trojkacie, stad |AL| = |BL| = |CL| =

R (gdzie R jest dtugoscig promienia

okregu opisanego na trojkacie). M
Ponadto, zgodnie z trescig zadania
oznaczamy: |AK| = 2x,|KB| = x P
oraz |AM| = 2y,|MC| = y (zobacz
rysunek). Na trojkacie ABC jest

opisany okrag o sSrodku w punkcie L, Zy
zatem kat ALC o mierze [ jest katem
$Srodkowym opartym na tuku AC. Na
tym samym tuku oparty jest kat

wpisany ABC, stad |4ABC| = %ﬁ. Z

faktu, ze suma wszystkich katow

wewnetrznych trojkata wynosi 180° A
) 2x N K X
mamy ponadto |£ACB| = 90° — .
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1p - wyrazenie pola czworokata AKLM za pomocg x oraz y
Pakim = Pagr + Parm

Tréjkaty prostokatne LNB oraz ABC sa podobne w skali %, zatem wysoko$¢ LN tréjkata AKL ma
dtugos¢ |LN| = % |AC| = %y. Analogicznie - z podobienstwa tréjkatow prostokatnych PLC oraz
ABC (réwniez w skali %) wnioskujemy, Ze wysoko$¢ PL trojkata ALM ma dlugos¢

|PL| =2|4B| = 3x.
2 2

3 3
2x-7y 2y-7x

Pakim = Pakr + Parm = 5 + 5 3xy

2p - wyznaczenie pola czworokata KLMN za pomoca R oraz f§

Pole trojkata ABC jest rowne Pypc = % "3x-3y = zxy. Mozemy rowniez zapisa¢ (korzystajac ze

1 . .
wzoru P = > ab - sin ), ze

Pipc = E-Sx ‘2R - sing = 3xR siné

2
P 1 3 ) . B\ _ B
aBC =5 y+2R-sin(90 ) —3yRcos§
Mozemy wiec zapisac:
2 3xR si £ 2R i
—_ = —_ = = — —
ny x sm2 y 3 sm2
oraz
2 3yR £ 2R
—_ = —_ = = — —
2xy y cos2 x 3 cos2

4o B_2.,.
PAKLM=3xy=§R smE-cos§=§R sin 8

3p - wykazanie tezy
Pole kota opisanego na tréjkacie wynosi: Py = mR?, stad mamy:

Py R? 3m

Pakim 2 p2 o :25inﬁ
3R sinf

Zadanie 6. (0-3)

Prawdopodobienstwo wygranej w pewnej grze losowej jest zawsze réwne %. Michat postanowit,
Ze przez caly tydzien (od poniedziatku do niedzieli) bedzie grat w tg gre - kazdego dnia
doktadnie raz.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze Michat wygrat w tej grze
doktadnie dwukrotnie w pierwszych czterech dniach tygodnia, jesli wiadomo, Ze 1acznie w ciggu
tygodnia wygrat 4 razy. Zapisz obliczenia.

. 1. 18
Odpowiedz: 3t
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Rozwigzanie:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze Michal wygrat w tej grze 2 razy w pierwszych czterech
dniach tygodnia

B - zdarzenie polegajace na tym, ze Michat wygrat w tej grze 4 razy w ciagu catego tygodnia

1p - obliczenie prawdopodobienistwa zdarzenia B
P(B)_7 I\ 3\ 945
- (4) (4) (4) 47
2p - obliczenie prawdopodobienistwa zdarzenia A N B
P(AnB)_4 1\ 3\2 3y (1\ 3\' 486
B (2) (4) (4) (2) (4) (4) 47
3p - obliczenie szukanego prawdopodobienstwa warunkowego P (A|B)

486

P(ANB) 37 18

P(B) ~ 945 35
47

P(A|B) =

Zadanie 7. (0-4)

Liczby 2x — 18, y oraz x? — 6x + 3 s3 odpowiednio - pierwszym, trzecim oraz pigtym wyrazem
nieskonczonego, rosngcego ciggu geometrycznego (a, ). Liczby x oraz y sa catkowite.
Trzywyrazowy ciag (3x,y,2 — 5x) jest arytmetyczny.

Oblicz sume wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego (a,) o numerach parzystych. Zapisz
obliczenia.

Odpowiedz: (—8v2)
Rozwigzanie:
1p - zapisanie uktadu réwnan, z ktérego mozna wyznaczy¢ wartosci x oraz y

Zauwazmy, Ze pierwszy, trzeci i pigty wyraz pewnego ciggu geometrycznego (o ilorazie q)
tworzg inny cigg geometryczny o ilorazie q%. Mozemy wiec dla tego ciggu skorzystac¢ z whasnosci
ciggu geometrycznego, i zapisac:

y? = (2x — 18)(x? — 6x + 3)
Poniewaz ciag (3x,y, 2 — 5x) jest arytmetyczny, to mamy:
2y =3x+2—5x
Otrzymujemy zatem:

{yz =(2x —18)(x? —6x + 3)
2y = —2x+2

2p - wyznaczenie wszystkich catkowitych rozwigzan otrzymanego uktadu ré6wnan
{x =5
y=-—4

3p - obliczenie ilorazu ciggu geometrycznego (a,,) oraz drugiego wyrazu tego ciggu
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a, =2x—18=-8
az=y=—4
as =x*—6x+3=-2
ad=aa3 = a3=32 = a,=-4V2

(bo ciag (a,) jest rosnacy, dla a, = 42 bytby niemonotoniczny).
_ a3 _ _4’ \/E

1=, " 24z 2

4p - obliczenie sumy wszystkich wyrazéw ciaggu o numerach parzystych

S=a2+a4+a6+"'= = =_8\/E

Zadanie 8. (0-4)
Rozwiaz réwnanie

sin3x + sin®(2x) = 2cos (3x) + 6cos x + 1
w przedziale [0,27]. Zapisz obliczenia.

11'211.'4-11'}
2’3’3

Odpowiedz: x € {—
Rozwigzanie:
1p - zapisanie liczby cos(3x) w postaci 4 cos® x — 3 cos x
cos 3x = cos(x + 2x) = cos x cos 2x — sin x sin 2x = cosx(2 cos? x — 1) —sinx * 2sinx cosx =
=2cos3x —cosx —2sin®? x cosx = 2 cos®x — cosx — 2 cosx(1 — cos? x) = 4 cos® x — 3 cosx
2p - zapisanie réwnania w postaci iloczynowej
Wstawiajac cos 3x = 4 cos3 x — 3 cos x, otrzymamy:
sindx + sin3(2x) = 2(4 cos® x — 3 cosx) + 6cos x + 1
sin® x + 8sin® xcos3x = =8cos®x + 1
sin3 x(8cos®x +1) — (8cos3x+1) =0
(8cos®x+1)(sinx—1)=0
3p - wyznaczenie wszystkich rozwigzan rownania (bez uwzgledniania przedziatu [0,27])
8cos’x+1=0 Vv sin3x—1=0
1

cosx = _E vV sinx =1

21 41 T
x=?+2kn Vv x=?+2k1r V x=5+2krr

4p - podanie wszystkich rozwigzan réwnania w przedziale [0,27]
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Zadanie 9. (0-4)

Dany jest trapez prostokatny ABCD o podstawach AB i CD takich, ze |AB| > |CD]|. Koto o polu
12m i Srodku w punkcie S jest wpisane w ten trapez. Kat ASB ma miare 120°.

Oblicz pole trapezu ABCD. Zapisz obliczenia.
Odpowiedz: P = 72

Rozwigzanie:

1p - obliczenie dlugosci wysokosci trapezu

r - dlugo$¢ promienia kota wpisanego w trapez

Py =12m > wr?=12n = r=23

h=2r=4J3
D b C
y /””—— - B
l,',
II \
ll \\ \/_
/ 43 Y\ 8V3
h = 4V3| s ;
\ 120° !
1 I
\‘\ I'
\\\ /I
5 \\~‘~~~ _——’2\ 3
A a P B

2p - uzasadnienie, ze kat ABC ma miare 30°

Punkt S ($§rodek kota wpisanego w trapez) jest punktem przeciecia dwusiecznych wszystkich
katow wewnetrznych tego trapezu. To oznacza, Ze odcinek AS jest zawarty w dwusiecznej kata
prostego DAB, skad mamy: |4SAB| = 45°, zatem |4ABS| = 180° — 120° — 45° = 15°.
Analogicznie - odcinek BS jest zwarty w dwusiecznej kata ABC, stad |4ABC| = 2 - 15° = 30°.

3p - obliczenie dlugosci boku BC trapezu oraz zapisanie rowno$ci wynikajacej z faktu, ze w
trapez mozna wpisac koto

Korzystajac z wlasnosci trojkata prostokatnego charakterystycznego PBC o katach ostrych 30° i
60° mamy: |BC| = 2 - |PC| = 8v3. W trapez ABCD mozna wpisa¢ Koto, stad:

|AB| +|CD| = |AD| + |BC|
4p - obliczenie pola trapezu

a+b=4V3+8/3 = a+b=12V3
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a+b)h 12V3-4/3
p=! 2) = \/_2 3 _ 2

Zadanie 10. (0-5)

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny ABCDEFGH o podstawach ABCD oraz EFGH.
Punkt S jest punktem przeciecia przekatnych podstawy ABCD graniastostupa. Punkt K lezy na
krawedzi CG graniastostupa w taki sposob, Ze stosunek tangensa kata nachylenia przekatne;j
graniastostupa do ptaszczyzny podstawy do tangensa kata nachylenia odcinka SK do

ptaszczyzny podstawy jest rowny % Krawedz podstawy graniastostupa ma dtugos¢ rowna a, a
wysokos¢ graniastostupa — ma dtugos¢ rowng H. Ptaszczyzna m przechodzi przez punkty B, D
oraz K.

Oblicz odlegto$¢ wierzchotka C graniastostupa od ptaszczyzny . Zapisz obliczenia.

3aH

V18H2+16a?

Rozwigzanie:

Odpowiedz:

Oznaczenia tak jak na rysunku:

d - odlegtos¢ wierzchotka C od ptaszczyzny n
a - dtugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa
H - dtugos¢ wysokosci graniastostupa

a, B - katy odpowiednio nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy oraz
nachylenia odcinka SK do ptaszczyzny podstawy

H G
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1p - uzasadnienie, ze |KC| = ZH

tga 2
tgBf 3
H_
a2 3
== = KC|=-H
[KC| 3 IKC] 4
av2
2

2p - wyrazenie dtugosci wysokoSci h tréjkata DBK za pomoca a oraz H
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata SCK, mamy:

2
3\ [aV2 9 1 1
(—H) +<—> =h? = h= —H2+Ea2=1\/9H2+8a2

4 2 16

3p - zapisanie objetosci ostrostupa DBCK za pomoca a oraz H

4p - zapisanie objetosci ostrostupa DBCK przyjmujac, Ze jego podstawa jest trojkat DBK, a
wysokos¢ jest szukang odlegtoscia d wierzchotka C od ptaszczyzny m oraz zapisanie rownosci, z
ktorej mozna wyznaczy¢ d

11 V2 1 1
Vosck =375 aV2-h-d =—-ad-7+9H? +8a® = ——ay/18H? + 16a* - d
Przyréwnujac otrzymane wyrazenia, otrzymujemy:

1 1
—a+/18H?% +16a? -d = §a2H

24
5p - wyznaczenie d z otrzymanej réwnosci

d= 3aH

V18H? + 16a?

Zadanie 11. (0-6)

Funkcje kwadratowe f oraz g zmiennej rzeczywistej x okreslone sa wzorami
fx)=x2—Bm—-5x+4—-3m

oraz

gx)=x24+(m—-1x+14-2m

Wyznacz wszystkie wartos$ci parametru m, dla ktérych obie funkcje: f oraz g maja po dwa rézne
miejsca zerowe, a suma kwadratéw miejsc zerowych funkgc;ji f nie jest wieksza niz liczba o 24
mniejsza od sumy szeScianéw miejsc zerowych funkcji g. Zapisz obliczenia.

Odpowiedz: m € (—o0, —7 — 3110

Rozwigzanie:
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A4, A, — wyrdzniki (,delty”) odpowiednio dla funkcji f oraz g
X1, X, — miejsca zerowe funkcji f
X3, X4 — miejsca zerowe funkcji g
1p - rozwiazanie nieréwnosci A;> 0
A;=9m? —18m +9
I9m?—-18m+9>0 = meR\{1}

2p - rozwigzanie nier6wnosci A,> 0 oraz poprawne zapisanie warunku ,suma kwadratéw
miejsc zerowych funkgcji f nie jest wieksza niz liczba o 24 mniejsza od sumy sze$ciandw miejsc
zerowych funkcji g" za pomoca x4, x5, X3, X4

A,=m? + 6m — 55
m2+6m—-55>0 = me (—o0,—11)U(5,00)
Ponadto zgodnie z trescig zadania, mamy:
x2 4+ x2 < x3+x3—24

3p - zapisanie otrzymanej nieréwnos$ci w postaci, ktéra mozna przeksztatci¢ uzywajac wzory
Viete’a

xP+x<x3+xd—24
(1 + %)% — 2x0%5 < (x5 + x4) (X5 — x3x4 + x7) — 24
(1 + %)% — 2%y < (x3 + x4)((x3 + x4)? — 3x3x,) — 24

4p - zastosowanie wzordéw Viete’a dla obu funkcji: f i g oraz zapisanie otrzymanej nieréwnosci
w postaci am® + bm? + cm + d < 0 (lub réwnowaznej)

X1 +x,=3m-=5 X1X; =4 —3m X3+x,=1—m X3X4 = 14 —2m
Nier6wnos$¢ ma wiec postac:
(3m—5)? —2(4—3m) < (1 -m)((1 —m)? — 3(14 — 2m)) — 24
m3+12m? —69m+82<0
5p - rozwigzanie otrzymanej nieréwnosci wielomianowej

Niech W(m) = m3 + 12m? — 69m + 82. Poniewaz W (2) = 0, to wielomian W jest podzielny
przez dwumian (m — 2): (m3 +12m? —69m + 82): (m — 2) = m? + 14m — 41

m—-2)(m?+14m—-41)<0
m € (—o0,—7 — 3v10] U [2, -7 + 3V10]
6p - wyznaczenie cze$ci wspdlnej otrzymanych przedziatéw i podanie odpowiedzi

Wyznaczamy czeS¢ wspolng przedziatow: m € (—oo0, —11) U (5,) ,m € R\{1} oraz

m € (—oo,—7 — 3v/10] U [2, -7 + 3V10]:
me (—00, -7 — 3@]
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Zadanie 12. (0-6)

Na ptaszczyznie, w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x, y) dany jest czworokat wypukty
ABCD, na ktérym mozna opisa¢ okrag. Wiadomo, ze A = (—3,2) , B = (1,—2) oraz C = (—2,7).
Punkt D lezy na okregu o réwnaniu x? + (y — 1) = 85, a jego wspoétrzedne s3 réznymi,
dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Prosta [ przechodzi przez punkty A oraz D.

Oblicz cosinus kata nachylenia prostej [ do osi Ox kartezjanskiego uktadu wspéirzednych (x, y).
Zapisz obliczenia.

1 3V13
Odpowiedz: cos a = TS

Rozwigzanie:

1p - zapisanie odpowiedniego uktadu réwnan, z ktérego bedzie mozna wyznaczy¢ wspoétrzedne
$rodka oraz dtugos¢ promienia okregu opisanego na czworokacie ABCD

0: (x—a)’+(y—-hb)?=r?

Wiemy, Ze okrag opisany na czworokacie ABCD przechodzi przez punkty A, B, C, mozemy wiec
zapisa¢ (podstawiamy wspotrzedne tych punktéw do réwnania okregu):

(-3—-a)?+@2-b)?>=r?
1-a)+(-2-b)?=r?
(-2—a)>+(7—-b)*=7?

2p - obliczeniea, b lubr
Odejmujac stronami pierwsze dwa réwnania, otrzymamy:
(-3—a)?*+Q2-b)?*-(1-a)!-(-2-b)?>=0
a=b-1
Odejmujac stronami réwnanie 2 i 3 i podstawiajac a = b — 1, otrzymamy:
1-a)?+(-2-b)?—-(-2-a)*-(7—-b)*>=0
18 —6a—48 =0
18b—-6(b—1)—48=0

b=-
2

3p - wyznaczenie rdwnania okregu opisanego na czworokacie ABCD oraz zapisanie uktadu
réwnan, z ktérego mozna wyznaczy¢ wspotrzedne punktu D

—p—1=2
@ 2

(-3-a)*+(2-b)?>=12

N
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5\2 7\? _ 65 . . - :
Zatem O: (x - E) + (y - E) = Punkt D lezy na okregu O oraz (zgodnie z trescig zadania),

na okregu x2 + (y — 1)? = 85. Jego wspdtrzedne wyznaczymy rozwigzujgc uktad réwnan:
(=3 (-9 =5
2 2 2
x2+(y—1)2=85
4p - zapisanie réwnania kwadratowego, z ktérego mozliwe jest wyznaczenie x lub y
Odejmujac réwnania z powyzszego uktadu réwnan obustronnie, otrzymamy:
(x—5>2 + (y—z>2 —x%—(y - 1) =6—5—85
2 2 2
y=14—x
Podstawiajgc y = 14 — x do réwnoéci x? + (y — 1)? = 85, otrzymamy:
x?+(13—x)> =85
5p - wyznaczenie wspo6trzednych punktu D oraz réwnania prostej [
x1 =6 X, =7
i odpowiednio, poniewaz y = 14 — x, mamy:
y1=8 Y2 =7
Poniewaz wspotrzedne punktu D sg rézne, to D = (6,8).

Rownanie prostej przechodzacej przez punkty A = (—3,2) i D = (6,8) ma postac:

l: _Z +4
Py =3

6p - obliczenie cosinusa kata nachylenia prostej [ do osi Ox uktadu wspétrzednych

a - kat ostry nachylenia prostej [ do osi Ox uktadu wspoétrzednych
Wspotczynnik kierunkowy w rownaniu prostej [ jest rowny a = g, stad

3v13

t =— = =
ga 3 cosa 13
Zadanie 13.

Rozwazamy wszystkie trojkaty prostokatne, dla ktérych promien okregu opisanego na tym
tréjkacie ma dtugos¢ réwna R.

Zadanie 13.1. (0-2)

Wykaz, Ze objeto$¢ V bryty obrotowej powstatej w wyniku obrotu tréjkata prostokatnego wokét
prostej zawierajacej krotsza przyprostokatng tego trojkata w zaleznosci od dtugosci a tej
przyprostokatnej jest okreslona wzorem

s
V(a) = §a(4R2 —a?)
Rozwigzanie:
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1p - zapisanie, Ze otrzymang bryta obrotow3 jest stozek i zapisanie rowno$ci, z ktérej mozna
wyrazi¢ dtugos$¢ promienia podstawy tego stozka za pomoca a oraz R

Otrzymana bryta obrotowa jest stozkiem o tworzacej dtugosci [ = 2R i wysokosci h = a.
r? + h? =2
r? + a? = 4R?
2p - uzasadnienie tezy

r? = 4R? — a?

1 1 T
V(a) = §7T7”Zh = §T[(4R2 —a*)-a= §a(4R2 —a?)

Zadanie 13.2. (0-3)

Objetos¢ V bryty obrotowej powstatej w wyniku obrotu tréjkata prostokatnego wokot prostej
zawierajgcej krétsza przyprostokatng tego tréjkata w zaleznosci od dtugosci a tej
przyprostokatnej jest okreslona wzorem

V(a) = %a(4R2 —a?)

dlaa € (0,V2R).

Wyznacz dtugosci bokéw tego z rozwazanych tréjkatéw prostokatnych, dla ktérego objetosc
powstalej bryty obrotowej jest mozliwie najwieksza. Zapisz obliczenia.

Odpowiedi:¥R ,Zg—ﬁR , 2R
Rozwigzanie:

1p - obliczenie pochodnej funkcji V
s
V(a) = 3 (—a® + 4R?%a)
s
V'(a) = 3 (=3a? + 4R?)
2p - obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji V
V'(a)=0
s
§(—3a2 +4R?) =0
—3a?+4R?>=0

2v/3
=R

23
~-Z"R
3

a, 3

a2=

3p - uzasadnienie, Ze funkcja V osigga wartos¢ najwieksza dlaa = ? R i podanie dtugosci

bokoéw troéjkata prostokatnego

Dziedzing funkc;ji jest przedziat a € (0, \/ER).
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Poniewaz V'(a) > 0dlaa € (0,¥R) to funkcja V jest rosngca dla a € (0,% )
Poniewaz V'(a) < 0dlaa € (? R, \/ER), to funkcja V jest malejacadlaa € (? R, \/ER).

To oznacza, ze dlaa = ?R funkcja V przyjmuje warto$¢ najwieksza. Woéweczas boki trojkata

26
3

2

prostokatnego majg dtugosci: a = gR ,2R orazr = V4R? — a? = —R.
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