Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA

EGZAMIN MATURALNY
W ROKU SZKOLNYM 2015/2016

FORMULA OD 2015
(,NOWA MATURA”)

MATEMATYKA
POZIOM PODSTAWOWY

ZASADY OCENIANIA ROZWIAZAN ZADAN
ARKUSZ MMA-P1

MAJ 2016



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Ogolne zasady oceniania

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spelniajgce warunki

zadania.

Zadanie 1. (0—1)

. i . i Poprawna
Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
odp. (1 p.)
L. Wykorzystanie 1. Liczby r'zeczyw1ste.. Zdajqcy obh(j,za potggi | Wersja | Wersja
.. . o wykladnikach wymiernych i stosuje prawa I I
1 Interpretowanie - .
reprezentacii dziatan na potegach o wyktadnikach
P I wymiernych (1.4). A D
Zadanie 2. (0—1)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje | Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie definicj¢ logarytmu i stosuje w obliczeniach I 11
1 interpretowanie wzory na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
reprezentacji. 1 logarytm potegi o wyktadniku naturalnym D A
(1.6).
Zadanie 3. (0—-1)
. . . . Wersja | Wersja
1II. Modelowanie 1. Llczby rzeczywiste. Zdaqqcy wykon}lje ; 1
obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk
matematyczne.
Zadanie 4. (0—1)
1. Wykorzystanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uZyvs;a Wersja | Wersja
i interpretowanie wzoréw skroconego mnozenia na (a+b) I I
reprezentacji. oraz a* —b* (2.1). A D
Zadanie 5. (0-1)
. 3. Réwnania 1 nieréwnosci. Zdajacy sprawdza, Wersja | Wersja
I. Wykorzystanie . L . . I I
. 2 .. | czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem
i tworzenie informacji. | _, . .y L.
rownania lub nierownosci (3.1). C D
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Zadanie 6. (0-1)

I1. Wykorzystanie 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. | Yersia | Wersja
1 interpretowanie Zdajacy oblicza wspolrzgdne punktu 1 -
reprezentacji. przecigcia dwoch prostych (8.4). C A
Zadanie 7. (0—1)
L . | 7. Planimetria. Zdajacy stosuje zaleznosci Wersja | Wersja
IV. Uzycie 1 tworzenie . , i . I 11
' migdzy katem srodkowym 1 katem wpisanym
strategii. 71
(7.1). D B
Zadanie 8. (0—1)
1. Wykorzystanie 4. Funkcp. Zdaj‘ acy pos?ugl,lje si¢ poznanymi Wersja | Wersja
.. . metodami rozwigzywania rownan do I IT
1 interpretowanie . : L4 .
reprezentacii obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja
p It przyjmuje dang warto$¢ (4.2). D A
Zadanie 9. (0-1)
3. Rownania i nieréwnosci. Zdajacy Wersja | Wersja
I1. Wykorzystanie rozwigzuje proste rownania wymierne, I 11
i interpretowanie prowadzace do rownan liniowych lub
ii +1 +1
reprezentacit. kwadratowych, np. Ty Ty (3.8). A C
x+3 X
Zadanie 10. (0—1)
. Wersja | Wersja
H.' Wykorzystame 4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu 1 11
1 interpretowanie i . . L
.. wiasnosci funkcji — zbior wartosci (4.3).
reprezentacjl. D B
Zadanie 11. (0-1)
1. Wykorzystanie 4. Funk’CJ.e. Zdajgcy odczytuje z \fvykresu . Wersja | Wersja
. . wlasnosci funkcji — punkty, w ktorych funkcja I 11
1 mnterpretowanie .o . i
reprezentacii przyjmuje w podanym przedziale warto$¢
p It najwicksza lub najmniejsza (4.3). B A
Zadanie 12. (0-1)
; Wersja | Wersja
.H.' Wykorzystaple 4. Funkcje. Zdajacy oblicza ze wzoru wartos¢ I 11
1 Interpretowanie ..
. funkcji dla danego argumentu (4.2).
reprezentacjl. B D
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Zadanie 13. (0-1)

- : Wersja | Wersja
IV. Uzycie i tworzenie 6. Trygqgometna. Zda],q?‘y korzysta I I
o’ z przyblizonych wartosci funkcji
strategil.
trygonometrycznych (6.2). A C
Zadanie 14. (0-1)
o . . . ) Wersja | Wersja
1II. Modelowanie 5 Ciagi. Zdajacy stosuje wzoOr na n ty wyraz I I
1 na sume n poczatkowych wyrazoéw ciggu
matematyczne.
arytmetycznego (5.3).
A B
Zadanie 15. (0—-1)
Wersja | Wersja
I. Wykorzystanie 5. Ciagi. Zdajacy bada, czy dany ciag jest 1 11
1 tworzenie informacji. | arytmetyczny lub geometryczny (5.2).
D C
Zadanie 16. (0—1)
. : . g Wersja | Wersja
I. Wykorzystanie 7. Plammgtna. Zdaj acy rozpoznaje trqjlfqty ; 1
. L .. | podobne 1 wykorzystuje cechy podobienstwa
i tworzenie informacji. Sikatow (7.3
trojkatow (7.3). B C
Zadanie 17. (0—-1)
6. Trygonometria. Zdajacy, znajac wartos¢ Wersja | Wersja
IV. Uzycie i tworzenie | jednej z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza I 11
strategii. wartosci pozostatych funkcji tego samego kata
ostrego (6.5). C B
Zadanie 18. (0-1)
. Wersja | Wersja
H.' Wykorzystame SP9. Wielokaty, kota, okregi. Zdajacy ustala I I
1 1terpretowanie ST e
.. mozliwo$¢ zbudowania trojkata (SP9.2).
reprezentacjl.
D A
Zadanie 19. (0-1)
S . | 7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wlasnosci Wersja | Wersja
IV. Uzycie i tworzenie . . gy . I 11
7 stycznej do okregu i wlasnosci okregow
strategil. h(7.2
stycznych (7.2). B C
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Zadanie 20. (0-1)

. 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskie;j. Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie . . r 2
.. : Zdajacy bada rownoleglos¢ i prostopadtos¢ | 11
1 Interpretowanie .= , .
reprezentacji p.rostych na podstawie ich rownan
’ kierunkowych (8.2). C D
Zadanie 21. (0—1)
II. Wykorzystanie 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskie;j. Wersja | Wersja
1 interpretowanie Zdajacy wyznacza wspotrzedne srodka I n
reprezentacji. odcinka (8.6). B C
Zadanie 22. (0-1)
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. I 11
1 interpretowanie Zdajacy oblicza prawdopodobienstwa
reprezentacji. w prostych sytuacjach, stosujac klasyczna C B
definicj¢ prawdopodobienstwa (10.3).
Zadanie 23. (0—1)
. . . Wersja | Wersja
I. Wykorzystanic 9. Stereome?trla..Zdancy rozpoznaje ' . 1
: o .. | wwalcach 1 stozkach katy miedzy odcinkami
i tworzenie informacji. | . ;
1 plaszczyznami (9.3). D B
Zadanie 24. (0-1)
. . . Wersja | Wersja
I. Wykorzystanic 9. Ster(?ometrla. Zda;apy rozpoznaje . . -
) 2 .. | w graniastostupach i ostrostupach katy migdzy
1 tworzenie informacji. . - .
odcinkami i ptaszczyznami (9.2). B A
Zadanie 25. (0-1)
L. Wykorzystanie G9. Statystyka opisowa i \,Nprowadze?me do Wersja | Wersja
.. . rachunku prawdopodobienstwa. Zdajacy I II
1 Interpretowanie , . . .
. wyznacza $rednig arytmetyczng i mediang
reprezentacji. C D

zestawu danych (G9.4).
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Zadanie 26. (0-2)

G9. Statystyka opisowa i wprowadzenie do rachunku

II. Wykorzystanie prawdopodobienstwa. Zdajacy wyznacza $rednig arytmetyczng
1 interpretowanie 1 mediang zestawu danych (G9.4).
reprezentacji. 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy oblicza btad bezwzgledny i btad

wzgledny przyblizenia (1.7).

Przykladowe rozwigzanie

Obliczamy $redni roczny przyrost sosny: x= 8l .
1
Obliczamy btad wzgledny przyblizenia: % = 2LS =0,04=4%.
3
Schemat punktowania
Z/AAJACY OLTZYTNUJE «uueeeererrersurrcssarrcsssrecssssecssssesssssesssssssssssesssssosssssosssssosssssossssssssssssssssssssssssssns 1p.

: . : L - o1 . ,
e ¢ody obliczy $redni roczny przyrost wysokosci sosny: x = 85 ina tym zakonczy lub

dalej popelnia bledy
albo
e gody otrzyma $redni roczny przyrost wysokosci sosny bedacy liczbg spelniajaca
nieréwnosé 7 < x <8,2(3) lub nierdwnos¢ 8,4(3) < x <10 i konsekwentnie obliczy blad
wzgledny otrzymanego przyblizenia.

Uwaga:
Akceptujemy wynik przyblizony z przedziatu <8, 2(3);8, 4(3)> .

Z/AAJACY OLTZYINUJE «uveeerrerersurecssarecsssrecsssresssseesssssessssssssssessssnssssssssssssssssssessssssssssssssssssssasssssss 2 p.
gdy obliczy btad wzgledny przyblizenia: 4% .

Zadanie 27. (0-2)

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie
reprezentacji.

3. Réwnania 1 nieréwnosci. Zdajacy rozwigzuje nierdwnosci
kwadratowe z jedng niewiadoma (3.5).

Przykladowe rozwigzanie

Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowe] sktada si¢ z dwodch etapow. Pierwszy polega na
ustaleniu pierwiastkow trojmianu kwadratowego. Drugi etap polega na ustaleniu zbioru
rozwigzan nieroOwnosci.
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Realizacja pierwszego etapu

I sposéb
Redukujemy wyrazy podobne i zapisujemy nieréwnos¢ w postaci rtOwnowaznej

—x*+2x>0.

Znajdujemy pierwiastki trojmianu kwadratowego — x* + 2x
e obliczamy wyr6znik tego trojmianu:

-2-2 -24+2
A=4—4-(—1)-0=4istqu,= =2 oraz x, = =

-2 -2

0

albo
e wykorzystujemy posta¢ iloczynowg trojmianu —x” +2x :
—x(x—2)=0, stad x, =0 oraz x, =2,
albo
e stosujemy wzory Victe’a:
x,-x, =0 oraz x, +x, =2, stagd x, =0 oraz x, =2,
albo
e podajemy je bezposrednio, np. zapisujac pierwiastki trojmianu x, =0, x, =2 lub
zaznaczajac je na wykresie

/. \

I sposob

, . e . 2 . . . . ’ e
Wyznaczamy postac kanomcznq trojmianu kwadratowego —-x"+2x 1 zapisujemy nierownosc
W postaci rownowaznej, np.

—(x=1*+1>0.
Stad

~((x-1)"-1)>0.
Nastegpnie przeksztalcamy nier6wno$¢ do postaci rownowaznej, korzystajac z wilasnosci
wartosci bezwzgledne;j

(x-1)* <1,
x—1]<1.
Realizacja drugiego etapu
Podajemy zbior rozwigzan nieréwnosci: (0, 2) lub xe (O, 2) .

Schemat punktowania

Z.daJACY OLTZYIMUJE ueeeerrerseeessressannssaesssnesssnssanssssssssasssssssassssasssssssssssssssssassssssssssssassssassssssssnse 1p.
gdy:
e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania, tzn. ustali pierwiastki trojmianu kwadratowego
i na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbior rozwigzan nierownosci, np.:
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o obliczy Ilub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x, =0, x,=2
1 na tym zakonczy lub blednie zapisze zbior rozwigzan nierownosci,
o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji  f(x)=-x"+2x
1 na tym zakonczy lub blednie zapisze zbior rozwigzan nierdwnosci,
o zapisze nierd6wno$¢ |x—1|<1 1 na tym zakonczy lub blednie zapisze zbiodr
rozwigzan nierdéwnosci
albo
e przy realizacji pierwszego etapu rozwigzania popelni btad (ten sam blad popetiony
wielokrotnie traktuje si¢ jak jeden btad), ale otrzyma dwa rozne pierwiastki,
1 konsekwentnie rozwigze nierownos¢, np.:
o popeli bledy przy wyznaczaniu pierwiastkow trojmianu kwadratowego
1 konsekwentnie rozwigze nierownos¢,
o blednie zapisze réwnania wynikajgce ze wzorow Viéte’a, np. x, +x, =—2
1 konsekwentnie rozwiaze nieroOwnos¢,
o blednie zapisze nierownos¢, np. |x - 1| >1 i konsekwentnie jg rozwigze.
Z.daJACY OLTZYMUJE ..ccecveerecrscranressssnssosssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 2p.
gdy:
e poda zbior rozwigzan nierownosci: (0,2) lub x€(0,2),lub x>0 i x<2
albo
e sporzadzi poprawng ilustracj¢ geometryczng (o$ liczbowa, wykres) i zapisze zbiodr
rozwigzah nierdbwnosci w postaci: x>0, x <2,
albo
e poda zbior rozwigzan nierdwnosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow.

I )
2

J

0

=V

Kryteria uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢ matematyki
Akceptujemy zapis przedziatu nieuwzgledniajacy porzadku liczb na osi liczbowej, np. (2, 0) .

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy dzieli obie strony nierownosci przez x—2 lub przez x, bez stosownego
zatozenia, to otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy dzieli obie strony nierdwnosci przez x—2, rozwazajac przy tym dwa
przypadki x >2 i x <2, rozwigze nieréwnos¢ w kazdym z tych przypadkdéw oraz wyznaczy
poprawny zbidr rozwigzan nieréwnosci, to otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 28. (0-2)

3. Réwnania i nierownosci. Zdajacy korzysta z wlasnosci

I Wykorzystanie iloczynu przy rozwigzywaniu rownan typu x(x+1)(x—7)=0

1 tworzenie informacji

3.7).

Przykladowe rozwiazanie
Lewa strona rownania jest iloczynem dwoch czynnikow 4 —x oraz x? +2x—15. Zatem iloczyn
ten jest rowny 0, gdy co najmniej jeden z tych czynnikow jest rowny 0, czyli
4-x=0 lub x* +2x-15=0.
Rozwigzaniem rownania 4—x =0 jest x =4,
Rozwigzania rownania X2 +2x-15=0 mozemy wyznaczy¢, korzystajac:

e ze wzorow na pierwiastki tréjmianu kwadratowego:

2 2

3

albo
e 2z€ wzorow Viéte’a:
X, +x,=-2 oraz x,-x,=—15 istad x, =-5, x, =3,
albo
e 7 postaci iloczynowej trojmianu x* +2x-15
(x+5)(x—=3)=0,stad x, =5, x, =3,
albo
e 7z wlasnosci wartosci bezwzglednej, przeksztalcajac najpierw roéwnanie do postaci
rownowaznej |x+1/=4,skad x+1=4 lub x+1=-4, czyli x=3 lub x=-5.

Zatem wszystkie rozwigzania rOwnania to: X =4 lub x=-5,lub x=3.

Schemat punktowania
Z.dAJACY OLTZYIMUJE .uuvererrurressrrcssreosssreosssseossssesssssessssesssssosssssssssssossssssssssssssssssssssssssssssssasssss 1p.
gdy:
e zapisze dwa rownania: 4—x=0 1 x?+2x-15=0 (wystarczy, ze z rozwigzania
wynika, ze zdajacy wyznacza pierwiastki kazdego z wielomianow: 4 — x , x> +2x-15 )
albo

e zapisze rozwigzanie X =4,
albo

e obliczy co najmniej jeden pierwiastek tréjmianu x*+2x-15: x=-5,x=3,
albo

e wyznaczy jeden z pierwiastkoéw wielomianu x> +2x% +23x—60
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Z/AAJACY OLTZYIMUJE couuveerierrrnreccsssnsrecsssssssesssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnss 2p.
gdy wyznaczy bezblednie wszystkie rozwigzania rownania: x=-5, x=3 x=4,

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy obliczy trzy pierwiastki, ale w odpowiedzi koncowej podaje tylko dwa, to
otrzymuje 1 punkt.
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2. Jezeli zdajacy dzieli obie strony rownania bez stosownego zatozenia przez x—4 lub przez
drugi czynnik i oblicza pierwiastki (lub pierwiastek) dla pozostatej czesci, to otrzymuje
0 punktow.

Zadanie 29. (0-2)

7. Planimetria. Zdajacy rozpoznaje trojkaty podobne
i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) cechy
podobienstwa trojkatow (7.3).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Przykladowe rozwiazania

I sposéb

Niech |«<ACB|=q.

Poniewaz |<CAB|=90°, wigc |<A4BC|=90°—ar.

W ACDE : [<DEC|=90°, wigc |[«CDE|=90°-a .

Trojkat CDE jest prostokatny oraz |[<DEC| =90°, wigc [«CDE|=90°-« .

Podobnie trojkat BFG jest prostokatny i |<):F GB| =90°, wiec |<):BF G| =,

Poniewaz trojkaty CDE 1 BFG maja rdwne katy, wiec na podstawie cechy podobienstwa kkk sg
podobne.

I1 sposéb
Niech |«<ACB|=|«DCE|=« i [<ABC|=|<FBG|=4.

Trojkat CED jest podobny do trojkata ABC (cecha kkk), bo |<):ACB| = |<):DCE| = oraz
|«CA4B|=|«DEC|=90°.

Podobnie trojkat GBF jest podobny do trojkata ABC, (cecha kkk), bo |<):ABC | = |<):FBG| =0
oraz [« CAB|=|<FGB|=90°,

Stad trojkat CED jest podobny do trojkata FBG (z przechodnio$ci relacji podobienstwa).

Schemat punktowania

Z/AAJACY OLTZYINUJE «ueeeerrerersunecsssrecsssrecsssrecssssessssesssnesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1p.

gdy

e wskaze w dwoch trojkatach sposrdod trojkatow CBA, CDE 1 FBG jedng par¢ rownych

katow ostrych 1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy, przy czym kat przy
wierzchotku B musi by¢ wskazany dwukrotnie, jako kat w obu trojkatach CBA i1 FBG,
np. zdajacy zapisze |<):FBG| = |<ICBA| lub stwierdzi, ze jest to wspolny kat trojkatow
CBA 1 FBG (analogicznie z katem przy wierzchotku C w trojkatach CBA i CDE)

albo

e zapisze, ze trojkat CBA jest podobny do trojkata FBG i do trojkata CDE 1 stad
wywnioskuje, ze trojkat CDE jest podobny do trojkata FBG, ale nie wskaze zadnej pary
rownych katow ostrych w tych trojkatach i1 na tym zakonczy lub dalej popeinia btedy.
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Z.dAJACY OLTZYIMUJC..uuuverersrressrrcsssnrossssssssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssss 2p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy przyjmie konkretne miary katéw, to otrzymuje 0 punktéw.
2. Jezeli zdajacy przyjmie btedne zalezno$ci miedzy katami, to otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 30. (0-2)

V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzordw skréconego

i argumentacja. mnozenia na (a%b)’ oraz a®> —b* (2.1).

Przykladowe rozwigzanie
Rozwazmy wyraz a, =2n" +2n.

Wyraz a,,, mozna zapisac, jako
a,, =2(n+1) +2(n+1)=2n> +6n+4 .
Wtedy
a +a,, =2n"+2n+2n° +6n+4=4n" +8n+4 .
Zatem

an +an+l :(27’1+2)2 .

Liczba 2n+2 jest naturalna. To konczy dowod.

Schemat punktowania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE .uuvererrurressurrcssrecsssrncssssscssssesssssesssssesssssosssssssssssosssssessssssssssssssssssssssssssasssss 1p.
gdy poprawnie zapisze sume¢ dwoch kolejnych wyrazow tego ciagu, np.

a +a, =2n’ +2n+2(n+1)2 +2(n+1)
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cuuverersurressnecssanecsssrncsssnncssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 2 p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga:
Jezeli zdajacy sprawdzi prawdziwos¢ tezy tylko dla konkretnych wartosci n, to otrzymuje
0 punktow.
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Zadanie 31. (0-2)

1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje definicj¢ logarytmu
i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, logarytm
III. Modelowanie ilorazu 1 logarytm potegi o wyktadniku naturalnym oraz
matematyczne. wykorzystuje podstawowe wtasnosci poteg — rowniez

w zagadnieniach zwigzanych z innymi dziedzinami wiedzy,

np. fizyka, chemia, informatyka (1.6, 1.5).

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Zapisujemy roOwnanie
A
6,2=1o .
10~
Korzystamy z definicji logarytmu
A
102 = =R
Stad
A=10-107",
A=10"",

Stwierdzamy, ze 10>* >10* =100, gdyz funkcja wyktadnicza y =10" jest rosngca. Oznacza
to, ze 4A>100 cm.

I sposéb
Zapisujemy roOwnanie
A
6,2 =log 0=

To réwnanie jest rOwnowazne kolejno rOwnaniom
6,2=log(10*4),
6,2=1og10* +log 4,
6,2=4+log 4.
Zatem 2,2 =log A . Korzystamy z definicji logarytmu i otrzymujemy rowno$¢
A=10",
Stwierdzamy, ze 10>* >10° =100, gdyz funkcja wyktadnicza y =10" jest rosnaca. Oznacza
to, ze A>100 cm.

Schemat punktowania
Z/AAJACY OLTZYINUJE «uueeeurreressurrcssarecsssrecsssrecssssessssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 1p.
gdy

A
e wykorzysta definicj¢ logarytmu i przeksztalci rownanie 6,2:10g10_4 do postaci

A

1092 =
107
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albo

e wykorzysta wlasno$¢ logarytmu i przeksztatci rownanie 6,2 = log do postaci

10
6,2 =log A—log10~* lub 6,2 =1log 4+log10*

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

gdy zapisze, ze A=10>" i stwierdzi, ze amplituda tego trzesienia ziemi byta wigksza od

100 cm.

Z.daJACY OLTZYIMUJC...uuuererseresssercssnrcssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssss 2p.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy blednie interpretuje tres¢ zadania, w szczegdlnosci stosuje niepoprawne
podstawienie do wzoru, to otrzymuje 0 punktéw.

2. Jezeli zdajacy nie obliczy amplitudy, ale uzasadni, ze amplituda jest wigksza od 100 cm,
to otrzymuje 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy nie obliczy amplitudy tylko zapisze bez uzasadnienia, ze amplituda jest
wieksza od 100 cm, to otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 32. (0—4)

SP9. Wielokaty, kota, okregi. Zdajacy stosuje twierdzenie

IV. Uzycie i tworzenie | o sumie katow trojkata (SP9.3).

strategii. G7. Réwnania. Zdajacy rozwigzuje rOwnania stopnia pierwszego
z jedng niewiadoma (G7.3).

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Niech & oznacza najmniejszy kat trojkata. Zatem pozostate dwa katy tego trojkata rowne sa

o +50° oraz 3. Suma katoéw trojkata jest rowna 180°, wiec
a+3o+a+50°=180°,
500=130°,
oa=26°,

Stad a+50°=76° oraz 3a="78°.

11 sposob
Niech & oznacza najwigkszy kat trojkata. Zatem pozostate dwa katy tego trojkata rowne sg

a o . . .
§+ 50° oraz 3 Suma katow trojkata jest rtowna 180°, wiec

22 500+ =180°,
33

Sa=390°,
a="78°.
Stad %:260 oraz %+50° =76°.
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1 sposdb
Niech o oznacza ten kat trojkata, ktory nie jest ani najwigkszy, ani najmniejszy. Zatem
pozostale dwa katy tego trojkata rowne sa @ —50° oraz 3 (0{— 50°) . Suma katow trojkata jest
roéwna 180°, wiec
a—-50°+a+3(a-50°)=180°,
Sa=380°,
oa=76°.
Stad r—50°=26° oraz 3(ax—50°)="78°.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do peInego roZwWigzania........ceeeecveriiseicssencssnicssnicissnecsssnessssnsssssnesssssesssssssssssesssssssssssssssnes 1p.
Zdajacy zapisze:

e katy trojkata w zaleznosci od jednego kata, np.:

ub  —50° ,3(a—50°)

2

o, a+50°, 30 lub %,%+50°,0{

albo
e uktad dwoch rownan, np.
{a+a+50°+ﬂ =180°

B=3c,
albo
e uktad trzech rownan, np.
o+ fB+y=180°
y=3x
pB=o+50°

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP .cccceeeerreressrercssnrcssercsssnressssscsssssssssssssssssssssssssnns 2p.
Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.:

a+30+a+50°=180° lub %+%+50°+a =180°, lub a—50°+a+3(a—50°)=180°

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeeeevvereniercnsercssnicssnicssnnncssansssasesssanes 3p.
Zdajacy obliczy jeden z katow trojkata, np.: & =26° lub a=78°, lub & =76° i na tym
zakonczy lub dalej popetnia btedy.

RoZWigzanie pelne..........iceeivivurinsvnrinssnninsseninsercsssencssnnscsssnssssssssssssssssassses 4 p.
Zdajacy obliczy wszystkie katy trojkata.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy tylko poda katy (26°,76°,78°), to otrzymuje 1 punkt.
2. Jezeli zdajacy tylko poda katy i sprawdzi wszystkie warunki zadania, to otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 33. (0-5)

9. Stereometria. Zdajacy stosuje trygonometri¢ do obliczen
dhugosci odcinkow, miar katow, pol powierzchni i objetosci
(9.6).

G10. Figury plaskie. Zdajacy stosuje twierdzenie Pitagorasa
(G10.7).

IV. Uzycie 1 tworzenie
strategii.

Przykladowe rozwigzanie
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku.

. . .. 3 .
Poniewaz wysoko$¢ tego ostrostupa jest rdwna wysokosci jego podstawy, to H = aT . Objetose

ostrostupa jest rowna 27, wiec otrzymujemy rownanie
1 a°V3 3
V3 a3 _,,

3 4 2 ’
skad otrzymujemy a = 6.
Wysokos$¢ ostrostupa jest rowna

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie rownobocznym ABC, zatem dtugos¢
odcinka PO stanowi % wysokosci trojkata ABC , czyli

or{= 4114343 = 5.
Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego dla trojkata POS otrzymujemy
W =|opP| +H?,

i =(\3) +(343),

h*=30.

h=+30.

Stad

Strona 15 z 20



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Pole powierzchni bocznej ostrostupa jest zatem rowne
P, :3%ah :3-%6@:9@.
Cosinus kata nachylenia wysokosci $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy jest rowny

0P| 3 410
ho 30 10

Cos¥ =

Schemat punktowania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze

do pelnego roZwWigzZania........ueeeeeivvericssssnnrecssssnnnecsssnrncssssssssssssasssssssssssesssssssssssssssssssssssssess 1p.
Zdajacy:
e zapisze rOwnanie, z ktérego mozna obliczy¢ dlugos$¢ krawedzi podstawy ostrostupa:
2
1aV3 a3 _
3 4 2
albo

e zapisze réwnanie, z ktorego mozna obliczy¢ wysoko$¢ ostrostupa:

)

1\B)
3 4

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

-H=27

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP .cccceeeerreressrercssnrcssnrcsssescssssscsssssssssssssssssssssssssnns 2p.
Zdajacy obliczy dlugo$¢ krawedzi podstawy ostrostupa a=6 Ilub wysoko$¢ ostrostupa
H=33 ina tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Uwaga:

Zdajacy moze obliczy¢ od razu tangens kata nachylenia wysokosci $ciany bocznej do
ptaszczyzny podstawy ostrostupa:

H
th( = T =3 ,
3H
a nastepnie obliczy¢ szukang warto$¢ cosinusa tego kata:
J10

cosar=——.
10

Otrzymuje wtedy 2 punkty.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeieecveecniseicssencssencssnnscssanssssasesssasssssanes 3p.
Zdajacy obliczy

e wysokos$¢ Sciany bocznej ostrostupa: \/%
albo

e dlugos¢ krawedzi bocznej ostrostupa: 39
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
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Rozwigzanie prawie pelne........eiiceiinnviiinisiiinnsiicnniicnsnicnsnicsssnisssssessssnsssssnesssssssssssssssseses 4 p.
Zdajacy obliczy:

e pole powierzchni bocznej ostrostupa ABCS: 9\/30
albo

e cosinus kata nachylenia wysoko$ci $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy:

J10

cosor=——
10

i na tym zakonczy lub dalej popeinia biedy.

ROZWIQZanie PEINe ......ueeiievuniiiiiisniiiniisnricnissnniccsssnniicsssnsncsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 5p.
Zdajacy obliczy pole powierzchni bocznej ostrostupa ABCS: 9430 i cosinus kata nachylenia
J10

wysokosci $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy: cosaxr=——.

10
Uwagi:
1. Jezeli zdajacy rozwaza inng bryle niz podana w zadaniu, to za cate rozwigzanie otrzymuje
0 punktow.

2. Jezeli zdajacy popetni blad merytoryczny np. w zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa przy
obliczaniu wysokosci §ciany bocznej lub w interpretacji wiasnosci trojkata rownobocznego,
to otrzymuje za cale rozwigzanie otrzymuje co najwyzej 2 punkty.

3. Akceptujemy poprawne przyblizenia dziesietne liczb rzeczywistych.

Zadanie 34. (0—4)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
III. Modelowanie 1 kombinatoryka. Zdajacy oblicza prawdopodobienstwa
matematyczne. w prostych sytuacjach, stosujac klasyczng definicje
prawdopodobienstwa (10.3).

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Zdarzeniem elementarnym jest uporzadkowana para (x, y) dwoéch réznych liczb ze zbioru

{10,1 1,12,..., 99} , ktory zawiera 90 liczb. Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna

|Q|:90-89. Wszystkie zdarzenia elementarne sg réwno prawdopodobne. Mamy wigc do
czynienia z modelem klasycznym.

Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze suma wylosowanych liczb jest 30.
Zatem zdarzeniu 4 sprzyjaja nastepujace zdarzenia elementarne:

(10,20), (11,19), (12,18), (13,17), (14,16), (16,14), (17,13), (18,12), (19,11), (20,10).
Ich liczba jest rowna |4|=10.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A4 jest rowne

P(A):%:%l-ow :9-189:8(1)1'
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Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosujemy dwie rozne

liczby dwucyfrowe, ktérych suma jest réwna 30 jest rowne ﬁ .

I sposob
Zdarzeniem elementarnym jest zbior dwuelementowy {x,y} dwoch roznych liczb ze zbioru

{10, 11,12,..., 99} , ktory zawiera 90 liczb. Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna

! .
|Q| = ( 920) = 83‘0.2' = 90289 =4005. Wszystkie zdarzenia elementarne sa  réwno

prawdopodobne. Mamy wigc do czynienia z modelem klasycznym.

Niech A4 oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze suma wylosowanych liczb jest 30. Zatem
zdarzeniu 4 sprzyjaja nastepujace zdarzenia elementarne:

{10,20}, {11,19}, {12,18}, {13,17}, {14,16} .
Ich liczba jest rowna |A| =5.
Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rowne
A 5 1 1
Q] 45-89 9-89 801

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosujemy dwie rézne

liczby dwucyfrowe, ktérych suma jest rowna 30 jest rowne ﬁ .

1 sposdb
Rysujemy drzewo z uwzglednieniem wszystkich galezi, ktére prowadza do sytuacji

sprzyjajacych zdarzeniu 4 (polegajacemu na tym, ze suma wylosowanych liczb bedzie
rowna 30).

90 90
1
s { 1 90
10 N oo A /1 L\ 1 90 20
. 90 /90 90 90 19
1 18
1 13 " 6 17 i
89| 89
1 1
89 0 1 89
20 89 € 1 1 1 89
89 ]9 89 &9
19 11 10
18 12
17 16 14 13
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Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rOwne

p(A)=1().L.L=L=L.
90 89 9-89 801

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosujemy dwie rdzne

. . . 1
liczby dwucyfrowe, ktérych suma jest réwna 30 jest rowne o1

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do PeINego rOZWIQZANIA ....cccueeieivuiiiisnriiisniiiinticsntinsstissstesssecssssnessssnesssssssssssssssssssssssssssasses 1p.
Zdajacy
e zapisze, ze wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest 90
albo
e wypisze zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4:

(10,20), (11,19), (12,18), (13,17), (14,16), (16,14),
(17,13), (18,12), (19,11), (20,10)
lub {10,20}, {11,19}, {12,18}, {13,17} , {14,16},
albo
e zapisze, 7¢ |A| =10 lub |A| =5,

albo
e narysuje drzewo ilustrujace przebieg doswiadczenia (na rysunku musza wystapic
wszystkie istotne galezie)
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...cccveeeererecssercsssercssreressserssssesssssesssssassssnsssses 2p.
Zdajacy
e zapisze, ze wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest 90 oraz wypisze wszystkie
zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A4:

(10,20), (11,19), (12,18), (13,17), (14,16), (16,14),
(17,13), (18,12), (19,11), (20,10)
lub {10,20}, {11,19}, {12,18}, {13,17}, {14,16)

albo
e zapisze, ze wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest 90 oraz zapisze, ze |A| =10
lub |4 =5,
albo
e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =90-89 lub |Q| = (920 ) , lub
Q| = @ , lub |Q =4005,
albo

e narysuje drzewo ze wszystkimi istotnymi gateziami i zapisze prawdopodobienstwa na
wszystkich istotnych odcinkach jednego z etapdéw lub na jednej z istotnych galezi
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania...........eeeeeveeenceriscercssnicssnncssneecsssncssnnenes 3p.
Zdajacy
e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =90-89 oraz zapisze, ze |A| =10

albo

90-89
e obliczy liczb¢ wszystkich zdarzen elementarnych: |Q|=<920) lub |Q|=T, lub

|Q|=4005 oraz zapisze, 7e |A|=5,
albo
e obliczy prawdopodobienstwo wzdluz jednej istotnej galezi narysowanego drzewa:
1 1
90 89
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

ROZWIQZANIE PINE ..ccceiirunnrriiiinnriiininnricniisnniicnsssnnnissssnsicsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 4 p.

Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia 4: P(A4)=1—=—.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy poprawnie wyznaczy moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych, ale przy
wyznaczaniu liczby zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu 4 pominie jedno zdarzenie
elementarne lub popeini btad przy zliczaniu poprawnie wypisanych zdarzen elementarnych
sprzyjajacych zdarzeniu 4 i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje
3 punkty.

2. Jezeli zdajacy btednie zapisze, ze wszystkich liczb dwucyfrowych jest 89 i konsekwentnie
rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje 3 punkty.

3. Jezeli w rozwigzaniu wystepuje sprzeczno$¢ modeli probabilistycznych, to zdajacy moze
otrzymac, co najwyzej 2 punkty.

4. Akceptujemy sytuacje, gdy zdajacy zamiast wypisywania zdarzen elementarnych
sprzyjajacych zdarzeniu A zapisze nast¢gpujace sumy 10+20, 11+19, 12+18, 13+17,
14+16, 16+14, 17+13, 18+12, 19+11, 20+10 (lub tylko 10+20, 11+19, 12+18,
13+17, 14+16).

5. Jezeli zdajacy zapisze, ze wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest 90, ale przy
wypisywaniu zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4, zapisuje sume¢ 15+15 ina
tym zakonczy to otrzymuje 1 punkt.

6. Jezeli zdajacy bez zadnych obliczen poda tylko wynik, np. ﬁ, to otrzymuje za cale

rozwigzanie 1 punkt.
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