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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Egzaminatorze!

Oceniaj prace zdajacych uczciwie i z zaangazowaniem.

Stosuj przyjete zasady oceniania w sposob obiektywny. Pamigtaj, ze kazda
merytorycznie poprawna odpowiedz, spetniajagca warunki okreslone w poleceniu, musi
zosta¢ pozytywnie oceniona, nawet jezeli nie zostata przewidziana w przyktadowych
odpowiedziach w zasadach oceniania.

Konsultuj niejednoznaczne rozwigzania zadanh 2z innymi egzaminatorami lub
przewodniczacym zespolu egzaminatorow. W przypadku niemozno$ci osiggnigcia
wspolnego stanowiska, rozstrzygajcie na korzys¢ zdajacego.

Przyznajac punkty, nie kieruj si¢ emocjami.

Informuj przewodniczacego o wszystkich nieprawidtowosciach zaistnialych w trakcie
oceniania, w tym podejrzen o niesamodzielnos¢ w pisaniu pracy.
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Klucz punktowania zadan zamknigtych
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Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 26. (0-2)
Rozwiaz nierdwno$¢ 2x(1—x)+1-x<0.

Rozwigzanie

Rozwigzanie nierownos$ci kwadratowej sktada si¢ z dwoch etapow.
Pierwszy etap polega na obliczeniu pierwiastkow trojmianu kwadratowego.
Drugi etap polega na zapisaniu zbioru rozwigzan nieréwnosci.

Realizacja pierwszego etapu
e wylaczamy czynnik (1—x) przed nawias i zapisujemy lewa strong nierdwnosci w
postaci iloczynowej (1—x)(2x+1) <0, a nastgpnie zapisujemy pierwiastki trojmianu

kwadratowego y =(1—x)(2x+1)

x,=1loraz x, =——

albo
e wylaczamy czynnik (1 - x) przed nawias 1 zapisujemy lewg stron¢ nierOwnosci w
postaci
iloczynowej (1-x)(2x+1) <0, a nastgpnie zapisujemy alternatywe dwoch uktadow

1-x>0 1-x<0
lub
2x+1<0 2x+1>0

x<l1 x>1
1 lub 1

x<—— x>—=

2

Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematy

nierdwnosci

1 rOwnowaznie

albo
e  zapisujemy lewg strone nierdwnosci w postaci —2x° +x+1< 0 obliczamy wyréznik
tego trojmianu:

A=1-4-(-2)-1=9 istad x, =ﬁ:1 oraz x, = B
-4 -4 2
albo
e podajemy je bezposrednio, np. zapisujac pierwiastki trojmianu x, =1, x, = —% lub

zaznaczajac je na wykresie.
Realizacja drugiego etapu

Zapisujemy zbidr rozwigzan nierownosci: (— oo, — 5 U (1,+00).
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Schemat oceniania

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ueeeerrnrecssnrecssnnessssncssssnesssseessssssssssssssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssses 1p.
gdy:
e obliczy lub poda pierwiastki tréjmianu kwadratowego x, =1, x, = —% ina tym
zakonczy
lub btednie zapisze zbidr rozwigzah nierownosci
albo
e zapisze alternatyw¢ dwoch uktadéw nierdwnosci
x<l1 x>1
1 lub 1
X<—— xX>—-—
2 2
i na tym zakonczy lub dalej popeini biedy,
albo
e zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f(x) = 2x(1—x)+ (1—x) i na tym
zakonczy lub blednie zapisze zbior rozwigzan nierdwnosci,
albo
e realizujac pierwszy etap popeini blad (ten sam btad popetniony wielokrotnie
traktujemy jak jeden btad), ale otrzyma dwa rézne pierwiastki trojmianu
kwadratowego i konsekwentnie do popetnionego biedu rozwiagze nierdownosc.
Z.daJACY OLTZYIMUJE ..cuvvreeruresssarcsssarsssannsssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnsssssassss 2p.
gdy:

e zapisze zbiOr rozwigzan nierownosci: [— -y U (1,+ o) lub

1
—oo, —— 1’+oo "
XG( 2)U( )

lub x<—% lub x >1
albo
e sporzadzi poprawng ilustracje geometryczng (o$ liczbowa, wykres) 1 zapisze zbior
rozwigzan nier6wnosci w postaci: x < —% , x>1,
albo

e poda zbiér rozwigzan nierowno$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow.

Zadanie 27. (0-2)
Wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f (x) = x?+bx+c jest parabola, na

ktorej lezy punkt 4 =(0,-5). Osig symetrii tej paraboli jest prosta o rownaniu x = 7. Oblicz

wartosci wspotczynnikow b i c.

Rozwigzanie (I sposéob)
Poniewaz prosta o rownaniu x =7 jest osig symetrii paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f,
wigc pierwsza wspotrzedna wierzchotka tej paraboli jest rowna 7, czyli
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

b,
2a

b_q
2

Stad b=-14.

Wykres funkcji przechodzi przez punkt 4 =(0,-5), wiec wyraz wolny ¢ we wzorze funkcji
jestréwny c=-5.

Odpowiedz. Wartosci wspotczynnikow b i c sg réwne: b=—-14, c=-5.

Rozwigzanie (II sposob)
Poniewaz prosta o rownaniu x =7 jest osig symetrii paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f,
wigc wzor funkcji mozemy zapisa¢ w postaci kanoniczne;j
2
f(x) =(x—7) +q.
Punkt 4 =(0,-5) lezy na tym wykresie, wiec f(0)=-5, czyli

—5=(0-7)"+q,
-5=49+¢,
q=-54.

Zatem f (x)=(x—7)2—54. Przeksztalcajac te postaé kanoniczng do postaci ogolnej,

otrzymujemy
f(x)=x"-14x+49-54,

f(x)=x"-14x-5.
Odpowiedz. Warto$ci wspotczynnikdéw b i c sg réwne: b=—-14, c=-5.

Rozwiazanie (II1 sposob)
Poniewaz prosta o rownaniu x =7 jest osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkcji £,
wiec jesli punkt 4 =(0,-5) lezy na tej paraboli, to jego obraz w symetrii osiowej wzgledem
tej prostej rowniez lezy na tej paraboli. Obrazem punktu 4 =(0,-5) w tej symetrii jest punkt
A'=(14,-5).
Zatem f(0)=-51 f(14)=-5,czyli
02 +b-0+c=-5
142 +b-14+c=-5

b

c=-5

{142 +14b-5=-5
c=-5
{141;:—142’

c=-5
b=-14"

Odpowiedz. Warto$ci wspotczynnikdéw b i c sg rowne: b=—-14, c=-5.

Schemat oceniania I, I1 i III sposobu rozwigzania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ceceueereernrecssaressssnesssnessssnesssssesssssessssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 1p.
gdy
e obliczy warto$¢ wspdiczynnika b: b =-14
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

albo
e obliczy lub poda warto$¢ wspdiczynnika c: ¢ =-5
albo

e zapisze uktad rownan z niewiadomymi bic: 0% +5-0+c=-5 i 14> +b-14+c=-5
albo

o zapisze wzor funkcji fw postaci f (x)=(x—7)"+¢ oraz réwnanie —5=(0-7)" +¢
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy

ZdAJACY OLTZYIMUJE .uveeeernriesrnresssnnesssnnesssncssssscssssscssssssssssesssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssses 2 p.
gdy obliczy warto$ci wspotczynnikow bic: b=-14, c=-5.

Zadanie 28. (0-2)
Wykaz, ze reszta z dzielenia sumy kwadratow czterech kolejnych liczb naturalnych przez 8
jest rowna 6.

Rozwigzanie
Niech n, n+1, n+2, n+3 beda czterema kolejnymi liczbami naturalnymi. Sumujemy
kwadraty tych liczb i odpowiednio t¢ sume porzadkujemy:

n+(n+1) +(n+2)" +(n+3)" =4n> +12n+14 =
=4n’ +12n+8+6=4(n" +3n+2)+6=4(n+1)(n+2)+6
Oczywiscie liczba postaci 4(n+1)(n+2) jest podzielna przez 4. Ponadto n+1 i n+2 to

dwie kolejne liczby catkowite, wigc jedna z nich jest parzysta. Zatem iloczyn 4(n+1)(n+2)

jest podzielny przez 4 iprzez 2, czyli jest podzielny przez 8. Stad wynika, ze liczba
4(n+1)(n+2)+6 przy dzieleniu przez 8 daje resztg rowna 6. To koficzy dowod.

Schemat oceniania

Z.dAaJACY OLTZYMUJE ..uueverrierrrnnricssssarrecssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.
gdy zapisze sume kwadratow czterech kolejnych liczb naturalnych w postaci:
4(n* +3n+2)+6
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccuveeeevnrersrnrecssnnessssnesssssessssnsssssesssssesssssesssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssses 2 p.

gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.
Uwaga:

Jesli zdajacy sprawdza prawdziwo$¢ twierdzenia dla sumy kwadratow konkretnych czterech
liczb naturalnych, to otrzymuje 0 punktow.
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Schemat oceniania
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Zadanie 29. (0-2)
Dany jest prostokat ABCD. Na boku CD tego prostokgta wybrano taki punkt E, ze

|EC| = 2|DE , a na boku 4B wybrano taki punkt F, ze |BF | = |DE | Niech P oznacza punkt
przecigcia prostej EF z prosta BC (zobacz rysunek). Wykaz, ze trojkaty AED 1 FPB sa
przystajace.

E

Rozwigzanie (I sposéb) ,,cecha kqt-bok-kqt przystawania™
Dorysowujemy odcinek FG, taki ze punkt G jest $srodkiem odcinka EC. Poniewaz

|EC| = 2|DE , wWigc otrzymujemy rownos¢ |DE| = |EG| = |GC|.

D E G C

-/
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Zatem |GC| = |FB , a skoro | <):GCB| = | <):FBC| =90°, wiec | <FGC| =90°, skad wynika, ze
trojkat FEG jest prostokatny.

Poniewaz |4AD|=|FG|, |«ADE|=|<FGE|=90° i |DE|=|EG
wnioskujemy, ze trojkaty AED 1 FEG sa przystajace. Niech |<):DAE| =o. Wtedy

, wiec z cechy bkb

z przystawania tych trojkatow wnosimy, ze |<}:EFG| = . Poniewaz odcinki PC i FG s3
rownolegte, wiec | <):FPB| :| XEF G| =« (katy odpowiadajace).

Poniewaz | <FPB|=|<EFG|=a |BF|=|DE|, | «PBF|=90° =| «<ADE| oraz , zatem na mocy
cechy kbk trojkaty AED 1 PFB sa przystajace.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cceueereeseresssnrecsanesssseessssnessssnesssssssssssssssesssssssssssesssssesssssssssssssssssssssssessssses 1p.
gdy uzasadni, ze trojkaty AED 1 FEG s3 trojkatami przystajagcymi i na tym zakonczy

lub dalej popeini btedy.

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ceuverierrrresssaressnnesssnosssssossssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssss 2p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

Uwaga:

Jezeli zdajacy wprowadza do zadania dodatkowe zalozenia niewynikajace z treSci tego
zadania

i korzysta z tych zatozen, to otrzymuje 0 punktow za cale rozwigzanie.

Rozwigzanie (II sposob) — ,,przechodnios¢ przystawania”
Dorysowujemy odcinek FG, taki, ze punkt G jest $rodkiem odcinka EC. Poniewaz

|EC| = 2|DE , wWigc otrzymujemy rownos¢ |DE| = |EG| = |GC|.

D E G C

-/

Zatem |GC| = |FB , a skoro | <GCB| = | <):FBC| =90°, wiec | <FGC| =90°, skad wynika, ze
trojkat FEG jest prostokatny.
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Poniewaz |AD| =|FG , |<):ADE| =| <FGE| =90° 1 |DE|=|EG , wiec z cechy bkb
wnioskujemy, ze trojkaty AED 1 FEG s przystajace.

Niech | <DAE|=«a . Zatem |<EFG|=a . Poniewaz FG ||PC, wigc | <FPB|=a =|<EFG|.
Trojkaty EFG 1 FPB sa trojkatami przystajacymi na mocy cechy kbk, gdyz sa to trojkaty
prostokatne, maja jeden kat ostry rdwnej miary oraz |BF | = |EG| Skoro trojkat AED jest

przystajacy do trojkata FEG, a trojkat FEG jest przystajacy do trojkata PFB, wigc
z przechodnio$ci relacji przystawania wynika, ze trojkaty AED 1 PBF sa przystajace.
Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cceueereererecsrnrccsanesssnecsssseessssnsssssesssssessssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssses 1p.
gdy uzasadni, ze trojkaty AED 1 FEG sa trojkatami przystajacymi i na tym zakonczy

lub dalej popeini btedy.

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE .ceuverersuresssarcsssarcsssssssssssssssssssasssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssss 2p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

Uwaga:

Jezeli zdajacy wprowadza do zadania dodatkowe zaloZzenia niewynikajace z treSci tego
zadania

1 korzysta z tych zatozen, to otrzymuje 0 punktow za cale rozwigzanie.

Rozwiazanie (I1I sposéb) — ,, podobienstwo trojkqgtow”
Trojkaty PBF 1 PCE sa podobne na podstawie cechy kkk , bo sa to trdjkaty prostokatne
1 kat FPB jest wspolnym katem obu tych trojkatow.

D £ C

P

Skala podobienstwa tych trojkatéw jest rowna 2, gdyz z treSci zadania wiadomo, ze
|BF|=|DE| oraz |EC|=2|DE|. Wynika stad, ze |CP|=2|BP|, a zatem |PB|=|BC|=|4D|.
Poniewaz zachodzg réwnosci

|PB|=|4D|, | «PBF|=90°=| «<ADE|, |BF|=|DE

wigc trojkaty AED i PBF s przystajace na mocy cechy bkb przystawania trojkatow.
To konczy dowod.

b 9 b
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Schemat oceniania
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Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ccceveeeerserecssnrcssanessssnesssssessssssssssesssssesssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssses 1p.
gdy uzasadni, ze trojkaty PBF 1 PCE sa trojkatami podobnymi i skala podobienstwa tych
trojkatow

jestrowna 2 1na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cceueereernrecssnrccsanessssnessssecssssssssssesssssssssssesssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssses 2 p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

Uwaga:

Jezeli zdajacy wprowadza do zadania dodatkowe zalozenia niewynikajace z tresci tego
zadania

i korzysta z tych zatozen, to otrzymuje 0 punktow za cale rozwigzanie.

Zadanie 30. (0-2)
. : . 1
Kata jest ostry 1 sina+cosa = 2 . Oblicz warto$é wyrazenia tgo + Pt
go

Rozwiazanie I sposob

Réwnanie sin r+cosa =~/2 podnosimy obustronnie do kwadratu
sin® a+cos” @+ 2sin & cos & = 2, a nastepnie korzystajac z tozsamosci sin® a+cos” a =1

. . . 1
otrzymujemy 1+2sinocoso =2, zatem sin ¢ cos a = 5

sin o

Nastepnie korzystamy ze zwigzku miedzy funkcjami tego samego kata tgor =
coso

. . 1
1 przeksztalcamy wyrazenie tgor+—:
tgox
1  sina cosa sin’a+cos’ o 1
tgor + = + = = =

tgar cosa sing sin @ cos o sin ¢ cos o

Schemat oceniania
Z.daJacy OLIrZYMUJE cocuuvviiinnnriiinneiesenstesensseosessssssssssosssssssssssssssssssssnssssssnssons 1p.

gdy

. . 1 .
e przeksztalci wyrazenie tgor+—— do postaci —
tgx Sm & cos &

albo
L. L. 1
® wyznaczy warto$¢ wyrazenia sin & cos o = 5

i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
Z.dajacy OtrZYMUJE «ocuvviineiinriineiinierntssnessessosssssssssssssssssssnssssssssssssssssnssssnse 2p.

. . 1
gdy obliczy warto$¢ wyrazenia tga+t—: 2.
s
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Rozwiazanie 11 sposéb
Z réwnania sin+cosa =2 wyznaczamy jedng z funkcji trygonometrycznych w

zaleznosci od drugiej, np. sinus kata w zaleznosci od cosinusa kata: sino = V2 —cosar.
Nastepnie korzystajgc z tozsamosei sin® & +cos” @ =1 otrzymujemy:

2
(JE —COS 0() +cos’ a =1, stad otrzymujemy réwnanie kwadratowe

2cosza—2«/§cosa+1:O.

2
Roéwnanie mozna zapisa¢ w postaci (\/5 cosa— 1) =0,
. . , . 2
zatem rozwigzaniem tego rownania jest cosa = 7 .

Stad sinazg.

Nastepnie korzystamy ze zwigzku miedzy funkcjami tego samego kata tgor = Sme
cos o
1 przeksztalcamy wyrazenie tgor+——.
tgor
V22
: 1 sina cosx o 9
Otrzymujemy tgor + = + = + =2
ymuemy e tgar cosa sinx \/5 \/5
2 2
Schemat oceniania
Z.daJacy OLIrZYMUJE «ocuuveiiinnnriiinnrieiesstesessssossssossssssosssssssssssssssssssssssssssnnssons 1p.
gdy
1 .
e przeksztalci wyrazenie tgor+—— do postaci S C?S i ,
tgx cosa simo
albo
g . \2
® wyznaczy wartosC cos = 7 1SImo = 7 ,
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia bedy.
W00 Y B T 010 972 11 11 2p.

. ) 1
gdy obliczy warto$¢ wyrazenia tgo + o 2 2.
ga

Zadanie 31. (0-2)

Rzucamy cztery razy symetryczng monet3. Po przeprowadzonym do$wiadczeniu zapisujemy
liczbe uzyskanych ortow (od 0 do 4) 1 liczbe uzyskanych reszek (rowniez od 0 do 4). Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze w tych czterech rzutach liczba
uzyskanych ortow bedzie wigksza niz liczba uzyskanych reszek.

Rozwigzanie (I sposob)

Zbior zdarzen elementarnych tego doswiadczenia losowego zawiera wszystkie ciagi

czteroelementowe, postaci (7”1,1’2,1’3,72‘) , w ktorych r, oznacza wyrzucenie orta (O) albo
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

wyrzucenie reszki (R) w i-tym rzucie , dla i =1, 2, 3, 4. Jest to model klasyczny i liczba
wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna

[Q=2=16.
Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze w tych czterech rzutach wypadnie wigcej
ortow niz reszek. Oznacza to, ze otrzymamy cztery orly albo trzy orty i jedna reszke.
Zdarzeniu A sprzyja zatem 5 zdarzen elementarnych:

(0,0,0,R), (0,0,R,0) (O,R,0,0), (R,0,0,0), (0,0,0,0).

Szukane prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A jest wigc rowne:

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE .uveeeererersranesssanssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnss 1p.
gdy:

zapisze, ze liczba wszystkich zdarzen elementarnych tego do$wiadczenia jest rowna 2* =16

albo

wypisze poprawnie 5 zdarzen elementarnych sprzyjajacych zaj$ciu zdarzenia A

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE .cuvvriervrressrnrecsssncsssressssncssssncssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssnsssssnss 2p.

gdy obliczy i zapisze, ze prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia 4 jest rowne %

Uwaga:
Jezeli zdajacy btednie zapisze wynik P(A) jako liczbe wigkszg od 1 lub mniejszg od 0, to

otrzymuje 0 punktoéw za cale rozwigzanie.

Rozwiazanie (Il sposéb) ,,metoda drzewka”
Rysujemy czteroetapowe drzewko ilustrujgce dane do§wiadczenie.

o R Wynik I rzutu
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Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze w tych czterech rzutach wypadnie wigcej
ortéw niz reszek. Zaznaczamy (linia pogrubiona) wszystkie galezie, ktore dotyczg szukanego
zdarzenia, czyli ciaggow:

(0,0,0,0), (0,0,0,R), (0,0,R,0) (0,R,0,0), (R,0,0,0).

Zatem szukane prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest rOwne:

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..cueuvericrssrnrrecsssssacsssssssessssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns
gdy narysuje drzewko tego do§wiadczenia (wystarczy istotnych 5 galezi) oraz przynajmnie;j
wzdluz jednej gatezi wpisze poprawnie prawdopodobienstwa i na tym zakonczy lub dalej
popetnia btedy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..cueueeriersssnrrecsssarecssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssne
gdy obliczy i zapisze, ze prawdopodobienstwo zajScia zdarzenia 4 jest rowne %

Uwaga:
Jezeli zdajacy blednie zapisze wynik P(A) jako liczbg wigksza od 1 lub mniejsza od 0, to

otrzymuje 0 punktow za cate rozwigzanie.

Zadanie 32. (0-5)
Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny o wysokosci H =16. Cosinus kata nachylenia

krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy tego ostrostupa jest rowny % Oblicz pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.

Rozwigzanie (I sposob)
Sporzadzamy pomocniczy rysunek i wprowadzamy niezbgdne oznaczenia.

(N1

Obliczymy dtugosci dwoch bokow trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej b oraz
przyprostokatnych dlugosci 16 1 x. Zapisujemy w tym celu uktad réwnan:

X +16°=b" i cosazizi.
b 5
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2
Nastepnie zapisujemy réwnanie z jedng niewiadoma, np. (%bj +16*> =b’, skad wynika, ze
b=20.

2 =12, stad

A zatem x =12 . Teraz obliczamy dtugos$¢ krawedzi podstawy ostrostupa: a

a=122. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysoko$¢ §ciany boczne;:

2
n + (6\/5 ) =20%, stad h= 24/82. Obliczamy wreszcie pole powierzchni bocznej ostrostupa:

P, =4%ah = 48164 =96:/41 .

Rozwigzanie (II sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku w I sposobie rozwigzania. Obliczamy dtugosci dwoch
bokéw trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej b oraz przyprostokatnych dlugosci 16

oraz x. Tym razem obliczymy sinus kata «, smazg, a nastgpnie zapisujemy zalezno$¢

%zﬁ, z ktorej otrzymujemy b =20. Nastepnie, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa,

zapisujemy rownanie x’+16°=20°, a stad x=12. Teraz obliczamy dtugos¢ krawedzi
podstawy ostrostupa: a2 = 24, stad a = 1242 Korzystajac ponownie

2
z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysokos¢ S$ciany bocznej: h2+(6x/§) =20", stad

h=2+82. Obliczamy pole powierzchni bocznej ostrostupa
P = 4%ah = 48164 =96+/41 .

Rozwiazanie (II1 sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku w I sposobie rozwigzania. Najpierw obliczymy
dlugo$¢ boku x trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej b oraz przyprostokatnych

dtugosci x 1 16. Korzystamy z faktu, ze cosazg 1 obliczamy najpierw sinus, a nastepnie

4 . ., H 16 . o
tangens kata «, tgazg. Teraz zapisujemy zaleznos¢ tga =— =—, z ktorej wynika, ze
X X

16 = g , czyli x =12 . Nastepnie z rownosci a2 =24 obliczamy dlugo$¢ krawedzi podstawy
X

a =122 . Wreszcie z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysoko$¢ §ciany bocznej ostrostupa:

2
h*=H’ +(%) 1stad h= 2/82 . Szukane pole powierzchni bocznej ostrostupa jest zatem
rowne B, = 4-%ah = 48\/164 =96/41 .

Schemat oceniania I, I i III sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

(8 OO T T LU 1Y A V721 1 R 1p.
Zdajacy:
e zapisze roéwno$¢ wynikajacg z tresci zadania oraz z definicji cosinusa kata ostrego, np.
x 3
b 5
albo
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e zapisze rownoéé wynikajacg z treéci zadania oraz twierdzenia Pitagorasa x* +16” =b°,
albo
e obliczy sinus kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy tego
ostrostupa, sina =+
albo
e obliczy tangens kata nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy tego
ostrostupa, tgor =35
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...ccccveeccrericssaresssercssaresssenesssesssssssssssssssnsssssnsses 2 p.
Zdajacy zapisze roéwnanie z jedng niewiadoma:

2
° (ébj +16% =p?
5
albo

4 16
) —
5
albo
16_4
x 3
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.........cceeeecverccnsercnsseicssnicssencssnnicsssnsssssnssssasees 3p.

Zdajacy obliczy dtugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa a = 1242

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie prawie Pelne . .....ciiiiviveiiiiissniicnissnnicniisnnicssssssnssssssssessssssssessssssssssssssssssssss 4 p.
Zdajacy obliczy wysokos$¢ Sciany bocznej tego ostrostupa /4 = 282

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie pelne .........ueieevveericnivsnniicsisnnicnsssnnicssssnnnessssnsncssssssssssssssssssans 5p.
Zdajacy obliczy 1 zapisze, ze pole powierzchni bocznej tego ostrostupa jest rowne

P, :4%ah = 48164 =96+/41 .

Uwagi:
1. Akceptujemy poprawnie zastosowane zaokraglenia liczb rzeczywistych.

2. Jezeli zdajacy zatozy, ze x =3 oraz b =5 i1 doprowadzi rozwigzanie do konca otrzymujac
P, =4%ah=2-3\/5-\/7=6x/ﬁ,

to za cate rozwigzanie otrzymuje 1 punkt.
3. Jezeli zdajacy przyjmuje, ze podany kat jest katem nachylenia §ciany bocznej ostrostupa do

ptaszczyzny jego podstawy, otrzymujac a =12 oraz h =20 i obliczy pole powierzchni
bocznej P, =4 %ah =2-24-20=960, to za takie rozwigzanie moze otrzymac

maksymalnie 2 punkty.
4. Jezeli zdajacy przyjmuje, ze powierzchnia boczna tego ostrostupa jest trojkatem

rownobocznym, to za takie rozwigzanie moze otrzymac¢ maksymalnie 3 punkty.
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5. Jezeli zdajacy zapisuje bledng zaleznos$¢ wynikajaca z definicji cosinusa danego kata, to za
cate rozwigzanie moze otrzyma¢ maksymalnie 3 punkty.

6. Jezeli zdajacy popetnia bledy nieprzekreslajace poprawnosci rozumowania, np.: btedy
rachunkowe, btedy w przepisywaniu, itp. i doprowadza rozwigzanie konsekwentnie do

konca, to moze otrzyma¢ maksymalnie 4 punkty.

Zadanie 33. (0-4)
W ciggu arytmetycznym (an), okreslonym dla liczb naturalnych n =1, wyraz szosty jest

liczba dwa razy wieksza od wyrazu pigtego, a suma dziesi¢ciu poczatkowych wyrazéw tego

L . 15 . : e .
ciagu jest rowna S, = T Oblicz wyraz pierwszy oraz réznic¢ tego ciagu.

Rozwiazanie (I sposéb)
Oznaczmy rozpatrywany cigg arytmetyczny przez (an ) , gdzie n =1, a r6znice tego ciggu
przez r.
Zapisujemy zalezno$¢ migdzy wyrazami piatym 1 szostym: a, = 2a.. Stad
a, +5r =2(a, +4r), czyli a, = -3r.
Zapisujemy kolejng zaleznos¢
S, = atay,, 10 = 15 ,

2 4

a stad

B w

5(2a,+9r) =$, czyli 2a,+9r =

Zapisujemy rownanie z jedna niewiadoma, 2-(—3r)+9r = %, skad otrzymujemy r =

L 1. 3
Ostatecznie wigc r=— 1 q, =——.
4 4

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do PeINego rOZWIQZANIA .....ccccueerecvuiiiiiiiiisiiiisnricsinnicssnticsstisssseessssesssssnesssseesssssessssnsssssssssssses 1p.
Zdajacy zapisze roOwnanie z dwiema niewiadomymi a, 1 r, np.
a, +5r =2(a, +4r) lub 2a, +9r 10 =1§

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSLEP ....cccvverecsrercssnrcssnrsssanesssssessssessssssssssssssnssssansses 2 p.
Zdajacy zapisze dwa réwnania z dwiema niewiadomymi a, i 7,

np. a, +5r=2(a, +4r) i 26, +9r -10=%
i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania..........ceeeevverecivercnisencnsnncsssercssescssnnscsssssssnsees 3p.

Zdajacy zapisze rownanie z jedna niewiadoma np. 2-(-3r)+9r :% i na tym zakonczy lub

dalej popeini biedy.
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ROZWIgzZanie Pelne .........cccvveeciverinivnrinisnncnssnnsssencsssencssssscsssssssssssssssssssssssses 4 p.

. S 1. 3
Zdajacy obliczy i zapisze, ze r = 7 1a= 3
Uwaga:
Jezeli zdajacy popetnia bledy nieprzekreslajace poprawnosci rozumowania, np.: bledy
rachunkowe, btedy w przepisywaniu, itp. 1 doprowadza rozwigzanie konsekwentnie do konca,
to moze otrzyma¢ maksymalnie 3 punkty.

Rozwiazanie (II sposob)
Oznaczmy rozpatrywany cigg arytmetyczny przez (an ) , gdzie n =1, a r6znice tego ciggu
przez r.
Zapisujemy zalezno$¢ migdzy wyrazami pigtym i szoéstym: a, = 2a;. Stad a, +r =2as, czyli
as=r.
Zauwazamy, ze

a, =a,—4r oraz a,, =as+5r

1 zapisujemy kolejng zaleznos$¢

S, = a, +ay, 10 = a5—4r+a5+5r'10:E'
2 2 4
Po uwzglednieniu zaleznosci a, =r , mamy
=3r+6r 15

1
10=—, czyli r =—.
2 4 Y 4
I 1 3
Stad wynika, ze a, =a;—4r=r—4r=-3r = —32: e
Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do PeINEgO rOZWIQZANIA ....uceeeveiiirnicisrinssnicssnisssanissssnesssssesssssesssssssssssossssssssssssssnsssssnsssssnssss 1p.
Zdajacy zapisze rownanie z dwiema niewiadomymi a, 1 7, np.
as +r =2as lub rownanie % —4r—£a5 LT :§

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtny POSEEP ..cccevverecsverccsrrcssnncssnnesssssesssssessssessssnesssssssensecs 2p.
Zdajacy zapisze dwa rownania z dwiema niewiadomymi a; 1 7,

np. a, +r=2a, iréwnanie % —4r;—a5 tor 10 :1?5
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania.........cceeeecvrcnnserccsseicsssencsssencssnscssssssssssssssasees 3p.

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma np.

#JO:% lub a, +(%—2a5j=2a5

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

ROZWIgzZanie Pelne .........occeeiiivuriniverinssnnissnncssercsssencsssnscsssssssssnsssssssssssssses 4 p.

Zdajacy obliczy i zapisze, ze r :i 1a= —%
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Uwaga:

Jezeli zdajacy popelnia bledy nieprzekreslajace poprawnosci rozumowania, np.: biedy
rachunkowe, btedy w przepisywaniu, itp. i doprowadza rozwigzanie konsekwentnie do konca,
to moze otrzyma¢ maksymalnie 3 punkty.

Zadanie 34. (0-4)
Punkty 4= (—1 1) i C=(1,9) sa wierzcholkami trojkata rownoramiennego 4BC, w ktérym

|AC | |BC | Podstawa AB tego trojkata zawiera si¢ w prostej o rOwnaniu y = % % . Oblicz
wspotrzedne wierzchotka B tego trdjkata.

Rozwigzanie (I sposéob)
Prosta przechodzaca przez punkt C = (1, 9) 1 prostopadta do prostej 4B zawiera wysokos¢ CD
trojkata ABC. Wspodtczynnik kierunkowy a,, tej prostej jest rowny

ac, =_ﬁ=_i=_2,
Zatem prosta CD ma réwnanie postaci
y=-2(x-1)+9,
y==2x+11.
Obliczmy wspoétrzedne spodka D wysokosci CD, rozwigzujac uktad rownan
y:%x+% oraz y=-2x+11.
Stad otrzymujemy
Lx+3=—2x+11,
5,.=-19
272
_19
5°
7 — .19 11217 p=(19 17 4,2 3.4
atem y=-2--2+11="¢, wige (? ?)— 3 35 =(3,8;3,4).

, wiec punkt D jest srodkiem

Poniewaz trojkat ABC jest rtownoramienny i |AC|=
podstawy AB tego trojkata. Ze wzorow na wspodtrzedne srodka odcinka otrzymujemy
X4t Xp Yat Vg

5 = X, oraz T:yD,
—1+x, :Q oraz 1+ y, =£’
2 5
Xy :%:8% oraz y, —%:5%.
3 29\_(g3 54
Zatem B = (?,?)—(85,53)
Uwaga
Zdajacy moze wyznaczy¢ wspotrzedne punktu B, korzystajac z rownosci wektorow:
AD = DB
an =119 17 124 12| 5 Dp= 19 17
AD—[?+1,?—1:|—|:?,?:| 1 DB—|: ——,yB—?:|
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19 24 43 _3 _12 17 29 54

X, =—+—=—=8— oraz +—=—=5—.
5 5 5 5 8T ST s T s 5

Rozwigzanie (II sposob)

, wiec wspotrzedne tego punktu mozna

oW

Punkt B lezy na prostej o rownaniu y = %x +

zapisa¢ w postaci B = (xB,%xB +%) .

Rownose |AC| = |BC| mozemy, korzystajac ze wzoru na dlugos$¢ odcinka, zapisa¢ w postaci

N (TR, (E N T

68=(1-x)" +(12 - Lxz ),
68—1_2XB+)CB +2T%5_%XB+%XB2,

5x5° —38x5 —43=0.

A=(-38)"—4-5-(—43)=2304, VA =~/2304 = 48,

Xy ==l lub gy = TR 2B g3

, wWiec

9,1[98)

Pierwsze z otrzymanych rozwigzan to wspotrzedna wierzchotka 4, zatem xz = 5 =8

wspotrzedne punktu B sg rowne
B (8- 443)- (5.5 (£.7)- (£.2)-(33.59)

Rozwigzanie (111 sposdb)

Punkt B jest punktem przecigcia okregu o Srodku w punkcie C 1 promieniu |AC | z prosta AB o

. o 1..,.3
rownaniu y = x+3 .

Obliczamy dtugo$¢ promienia okregu

r=lac| :\/(1—(—1))2 +(9-1)* =27 +8% =68 =217

Zatem roOwnanie okregu mozemy zapisa¢ w postaci
(x=1)"+(y-9)" =68.
Wspotrzedne punktu B obliczamy rozwigzujac uktad rownan
(x=1) +(y-9)" =68
y=dred

(x—1)2+(%x+%—9)2=68
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(x—l)2+(%x—175)2 = 68

2 _ 1,2 15,225 _
X 2x+1+4x 2x+ 7 =68,

5x2—38x—-43=0,
A=(-38)"—4-5-(—43)=2304, /A =~/2304 = 48,
. _38-48 38+48 86 _ 43 _ 3

=—1 lub x= =—= .
2.5 10 5 5

. . . 4 .
Pierwsze z otrzymanych rozwiazan to wspotrzedna wierzchotka 4, zatem xp = ?3 = 8% , Wigc
wspotrzedne punktu B sg rowne

—(43 1 .43 3\ _(43 43+15\_ (43 58Y_(43 29\_(g3 <4
B=(F.3-%+3)=($.45°) = (%.35)=(£.2)=(83.58).
Schemat oceniania I, IT i III sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZATEA cuvvererrrercssrnrcsssnssssanssssasssssansssssssssssssssssssssssssssasssssassssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssssss 1p.

Zdajacy
e zapisze, ze spodek D wysokosci CD jest srodkiem boku 4B trojkata ABC
albo
e zapisze rOwnanie prostej CD: y=-2x+11
albo
e zapisze wspolrzedne punktu B w zaleznosci od jednej zmiennej, np.: B = (xB,%xB +%)
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy
albo

e zapisze rownanie okregu o Srodku w punkcie C 1 promieniu |AC , np.
(x— l)2 +(y- 9)2 =68 ina tym poprzestanie lub dalej popeinia btedy.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...ccccveecrrericssaressseresssaressenesssesssssssssssssssssssssnssss 2 p.
Zdajacy

e obliczy wspoétrzedne spodka D wysokosci CD trojkata ABC: D = (%,%7)

albo

2
2 2
e zapisze rOwnanie z jedng niewiadomg, np.: <\/68) = [\/(1 —xp )2 + (9 — (%XB +%)) J

albo
e zapisze uklad rownan z dwiema niewiadomymi:
V(=) +(9-95)* =68

VB :%XB +%

albo
e zapisze uktad rownan z dwiema niewiadomymi (rOwnanie okregu i prostej):

(x=1)" +(y—9)" =68
y= %x + %
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania............ceieceieniinsnicnseinininnseinsniesseissnssssnssseenans 3p.
Zdajacy
e zapisze uklad rownan pozwalajacy obliczy¢ wspotrzedne wierzchotka B, np.:
—1+x, —Eoraz I+y, 17

2 5 2 5
albo
e zapisze rownanie kwadratowe z jedng niewiadomg w postaci uporzadkowanej, np.:
5xp° —38x5 —43=0.
albo
e zapisze rownanie kwadratowe z jedng niewiadomg w postaci uporzadkowanej, np.:

5,219, 43 _
R SR =0
albo
e zapisze rownos$¢ wektorow pozwalajaca obliczy¢ wspolrzedne wierzchotka B, np.:

AD = DR ADn =124 12| : pp_ 19 17

AD=DE oraz AD=[2%,12] i DB=|x,-1,y, 1]

ROZWIgZanie Pelne .........ccoueeiciveriisvnrinssnninssnninsnnessnncssnnicsssssssssssssssessssnes 4 p.
Zdajacy obliczy wspotrzedne wierzchotka B: B = (8%, 5

[OEN
N—
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