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Punkt przyznaje si¢ za wskazanie poprawnej odpowiedzi.

Zadania zamkniete

Zadanie 1. (0-—1)
. i . , Poprawna
Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
odp. {1 p.)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy zna definicjg Wersja | Wersja
11, Wykorzystanic logarytmu 1 stosujc w obliczeniach wzory na I I
i interpretowanie logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
reprezentacii. i logarytm potcgi o wykladniku naturalnym A D
{1.h).
Zadanie 2. (0—1)
. . 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy oblicza potegl | wersia | Wersia
. Wykarzystanie o wyktadnikach wymictnych oraz stosujc I ! 1 !
1 Interpretowanic prawa dziataf na potegach o wyktadnikach
reprezentac)L. wymicrnych i rzeczywistych (1.g). B C
Zadanie 3. (0-1)
: fote Zdaiacy stosi] e | Wersja | Wersja
IIL Modelowanic 1.‘ Llczby_rzeczywmte. Zdajacy stosuje pojecie I -
procentu 1 punktu procentowego
matematyczne, . .
v w abliczeniach (1.d). B A
Zadanie 4. (0-1)
. VWG Aaiacy nlan Wersja | Wersja
I. Wykorzystanic 1 F1uby‘rzeu'ywu,1be, Zd'eg acy planuje 1 0
) > .. | 1 wykonuje obliczenia na liczbach
i tworzenie informacji. .
rzeczywistych (1.a). D C
Zadanie 5. (1)
8. Geometria na plaszezyznic kartezjanskici. Wersja | Wersja
. Wykorzystanie Zdajacy interpretuje geometrycznie uklad I II
1 tworzenie mmformacji. | dwéch rownan hniowych z dwiema
niewiadomymi (8.d). B A
Zadanie 6. (0—1)
3. Rownania i nieréwnosci. Zdajacy Wersja | Wersja
. Wykorzystanic rozwiazu|¢ proste rownania wymicrne, 1 I
i tworzenie informacji. | prowadzace do rownan liniowvch lub
kwadratowych (3.c). C A
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Zadanie 7. (0—1)

11. Wykorzystanic 4, Funkeje. Zdajacy wykorzystuje Wersja | Wersja
i interpretowanie interpretacje wspotczynnikdéw we wzorze I 11
reprezentaci. funkeji lintoweg (4.g). C B
Zadanie 8. (0-1)
I1. Wykorzystanie 4. Fm}%(qe._ Zd}ﬂ acy Oqlf zytuje z vs:'ykr'es:u Wersja | Wersja
.. . funkcji: dziedzing i zbior wartosci, miejsca 1 11
i inlerpretowanie ] : .
reprezentacii zerowe, maksymalne przedziaty, w ktorych
P - funkcja roénie, maleje, ma staty znak (4.b). C D
Zadanie 9. (0-1)
1. Wykorzystanie 4, Funkeje. Zdajacy wyznacza warlosé Wersja | Wersja
1 interpretowanie najmniejszg i warto$é najwigkszg funkeji I 1
reprezentacji. kwadratowej w przedziale domknietym (4.k). D A
Zadanie 10. (0—1)
| 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. Wersja | Wersja
1. Wykarzystanic Zdajacy podaje rownanic proste) w postaci I TI
i interpretowanie Ax + By + C=01ub y = ax + b, majac dane
reprezentaci, dwa jej punkty lub jeden punkt 1 wspdlczynnik D B
a w rownaniu kierunkowym (8.b).
Zadanie 11. (0—1)
5. Ciaggi liczbowe. Zdajacy stosuje wzory na Wersja | Wersja
L. Modelowanie :i-ly J"Yra;lf nleSUiT;fl : Iz)oic-z?tkowych WYTazow 1 11
matematyczne. a8 aryt v B0 1Clagt
geometrycznego, rOwniez umicszczone A B
w kontckscic praktycznym (5.¢).
Zadanie 12. (0—-1)
5. Ciagi liczbowe. Zdajacy stosuje wzory na Wersja | Wersja
1L Modclowanic Eity Jv;rlrd? nlesug:; : [é)oicif,tkowych WYTaZOW I II
matematyczne. 4gu arytmety B0 1 C1gst
geometrycznego, rowniez umieszczone A C
w kontckscie praktycznym (5.¢).
Zadanie 13, (0—1)
. 6. Trygonometria. Zdajacy znajgc wartosé Wersja | Wersja
;
.H.‘ W ykorzystm?le jednej z funkcji trygonometrycznych, T 1T
i interpretowanie ) L ) N
.. wyznacza wartoscl pozostaiych funkeji tego
reprezentac)i. D A

samego kqta ostrego (6.d).

Strona 3 z 31




Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Zadanie 14. (0-1)’

7. Plamimetria. Zdajacy korzysta ze zwigzkOw | Wersja | Wersja
[V. Uzycie i tworzenie | migdzy katem Srodkowym, katem wpisanym I II
strategii. i kgtem migdzy styczng 4 cigciwa okrggu
(7.a). A D
Zadanie 15, (0—1)
7. Planimetria. Zdajgcy wykorzystuje Wersja | Wersja
. Wykorzystanic wihasnoscl figur podobnych w zadaniach, 1 I
i tworzenie informacji. | w tym umieszczonych w kontekscie
praktycznym (7.b). C B
Zadanie 16. (0-1)
7. _Planimetrfi_a. Zdaii1 qc;; Z}?'aj }cl'lui': k:;wiqzki Wersja | Wersja
L . | miarowe w figurach ptaskich, takze I I
g&g’ﬂﬁue 1 hworzenie Z zastosowanicin trygonometrii, rownicz
: gt w zadaniach umieszczonych w kontekécie A D
praktycznym (7.c).
Zadanie 17. (0—1)
11, Wykorzystanie 8 Gr_eomema na plaszczyzrr'n_e kartezwnsk}g]. Wersja | Wersja
i interpretowanie Zdajacy bada rownol_cgtosc I prostopadtosdc [ I1
reprezentaci prostych na podstawie ich réwnan
P J1- kierunkowych (8.c). D B
Zadanie 18. (0-1)
. 8. Geomeltria na plaszczy;':nie kartezjaﬁskiej. \E’ersja “Tersj a
i -~
iui.nf:: yli_gzasii?éb Zdajgcy bada rownoleglosé 1 prostopadtosé I I
l_p e prostych na podstawie ich rOwnan
Teprezentacyt. kicrunkowych (8.c). B C
Zadanie 19, (0—1)
iHin :ﬁfkr‘;f‘ybﬁlf 4. Funkcje. Zdajacy wyznacza wior funkcji | Wersja | Wersja
crpretow liniowej (4.9). I I
reprezentacji.
Zadanie 20, (0—1)
IT. Wykorzystanie 8. Geometria na plaszezy7nie kartezjafiskiej. | Yversia | Wersja
1 Interpretowanie Zdajacy oblicza odlegltoscl punktow na 1 11
reprezentacii. plaszezyZnie kartezjafiskiej (8.e). C D
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Zadanie 21. (0-1)

i 9. Stereometria, Zdajacy wyznacza zwiazki Wersja | Wersja
iui’ngyingx?;i?;c miarowe w wielodcianach 1 brytach I 11
l_p L obrotowych z zastosowaniem trygonometrii
reprezentac)i. (9.b). B B
Zadanie 22, (0—1)
L. Wvkorzvstarie 9. Stereometria. Zdajacy wyznacza zwigzki Wersja | Wersja
; 1'.1116}{ re loyl'anie miarowe w wieloscianach i brytach 1 11
Tpretow obrotowych z zastosowaniem trygonometril
reprezentacii. (9b). D D
Zadanie 23. (0-1)
10. Elementy 'stz'ttystyll(i opisqwej. Teoria Wersja | Wersja
11 Wyvkorzvslanic pra\?'dopodqbl efistwa i kombinatoryka. _ I I
; i'nte‘ retowanie Zdajacy oblicza ércdnig arvtmetycezng, $rednia
L rcgz:ntac'i wazong, mediang i odchylenie standardowe
*Pre - danych; inlerpretuje te parametry dla danych B C
empirycznych (10.a).
Zadanie 24, (0—1)
10. Elementy _sta'.tystyl_(i opisqwej. Teoria Wersja | Wersja
prawdopodobichstwa i kombinatoryka, I 11
ITI. Modelowanie Zdajacy zlicza obiekty w prostych sytnacjach
matematyczne. kombinatorycznych, niewymagajgacych uzycia
wzordw kombinatorycznych; stosujc zasade C D
mnozenia (10.b).
Zadanie 25, (0—1)
10. Clementy statystyki opisowe]. Teoria Wersja | Wersja
prawdopodobicistwa i kombinatoryka., I 11
. Zdajgey wykorzystuje wlasnodei
LI Modelowanie prawdopodobienstwa 1 slosuje Iwierdzeme
matematycznge . e
- ' 7nane jako klasyczna definicja A B

prawdopodobienstwa do obliczania
prawdopodobienstw zdarzen (10.d).
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Ogo6lne zasady oceniania zadan otwartych

Uwaga: Akceprowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spelntajgee warunki
zadania.

Zadanie 26, (0-2)

I. Wykorzystanie 3. Réwnania i nierdéwnosci. Zdajgey rozwigzuje réwnania
1 tworzenie informacji. | wiclomianowe metoda rozkladu na czynniki (3.d).

Schemat punktowania

ZAajacy OFZYIIILJC vuuuavnrsrasanrrcnrsnnsrsssrsssntassrsonntsssrsnssnossrsssatassrasnntastssanisanse 2p.
gdy wyznaczy wszystkie rozwigzania rownania: x=3 lub x=-3, lub x=35.

ZAAJacy OIFZYIIMUJE s.vuvienrirsriiiunisvesiosesisnsivessrossssrosivnsiosestosssssssassesnssasseiossss 1p.
gdy

s 7apisze lewyq strong rdéwnania w postaci iloczynu:

(x* =9)(x=5)=0 lub (x-3)(x+3)(x-5)}=0

albo

e podzieli wielomian x’ =5x° =9x+ 45 przez dwumian x -3, otrzyma iloraz x* -9,
albo

s podrieli wielomian x*—5x*-9x+45 przez dwumian x-3, otrzyma iloraz

x=2x-15,
albo
¢ podzieli wiclomian x'—5x"-9x+45 przez dwumian x+3, otrzyma iloraz
x*—8x+15

1 na tym zakonczy lub dalcj popelni bigdy.

Uwaga
Jezel zdajacy w trakcie doprowadzania lewej strony réwnania do postaci iloczynu popetni
wigce] ni7 jedng usterke, to 7a cale rozwigzanie ottzymuje O punktow.,

Przykladowe rozwigzania

[ sposdb
Zapisujemy lcwa strong roéwnania w postaci iloczynowe], stosujge metodg grupowania

Wyrazow

2 (x=5)-9(x—5)=0 Tub x(x* -9)-5(x* -9)=0
Stad (x* =9)(x=3)=0, czyli (x—3)(x+3)(x-5)
Zatem x=3 lub x=-3,1ub x=35.

II sposob

Stwicrdzamy, zc liczba 5 jest picrwiastkicm wiclomianu x’ =35x*=9x+45. Dziclimy
wiclomian przez dwumian x—35. Otrzymujemy iloraz x* —9 . Zapisujemy rownanic w postaci
(x*=9)(x=35)=0. Stad (x—3)(x+3)(x—5)=0, czyli x=3 lub x=-3,lub x=5.

0.

1l

Uwaga
Zdajgcy moze ustalié, Ze pierwiastkiem wielomianu jest:
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- liczba 3 i zapisa¢ rownanie w postaci (x—3)(x* —2x—15)=0;

- liczba —3 i zapisa¢ rownanie w postaci (x+3) (x2 ~8x+15)=0.
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Zadanie 27. (0-2)

II. Wykorzystanie 3. R6éwnania 1 nieréwnosci. Zdajgcy rozwiazuje réwnania
i interpretowanie 1 nierownosci kwadratowe; zapisuje rozwigzanie w postaci sumy
reprezentacii. przedziatdw (3.a).

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje ...... S 2p.
gdy:
» poda zbiér rozwigzan nieréwnoscei: (—co_, %)u(4, +eo) lub xe (—oo, %) (4, +e0}, lub
x<%vx>4
albo

* poda zbior rozwigzan nierdéwnos$cl w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow

.
el ® o

H oy

Zdajacy otrzymuje ...... wee 1.
gdy:
» zrealizuje pierwszy etap rozwigzania 1 na tym zakoficzy lub blednie zapisze zbidr
rozwigzan nicréwnosc, np.

o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x =% oraz x, =4
1 na tym zakonczy lub blednic zapisze zbidr rozwigzan nicréwnosci;

O 7zaznaczZy na wykresie miegjsca zerowe funkcji f okre§lone] wrzorem
f (x) =3x" —16x+16 i na tym zakonczy lub bigdnie zapisze zbiér rozwigzan

nierownosci

e popelni  bledy przy wyznaczaniu pierwiastkdw tréjmianu  kwadratowego
3x*-16x+16, alc otrzyma dwa roznc picrwiastki trojmianu kwadratowcgo
1 konsekwentnie do popelnionych bleddw wyznaczy zbidr rozwigzaf nieréwnosci.

Uwagi

1. Jezeli zdajgcy wyznacza pierwiastki tréymianu kwadratowego w przypadky, gdy obliczony
wyrdzmik A jest ujemny, to otrzymuje 0 punktow za cale rozwigzanie,

2. Jezeli zdajacy podaje pierwiastki bez zwigzku 7 trdjmianem kwadratowym 7 zadania,
to oznacza, Ze nie podigl realizacji 1. etapu rozwigzania 1 w konsekwencji otrzymuje
0 punktéw za calc rozwigzanic,

3. Akceptujemy zapisanie odpowiedzi w postaci: x <3

-
fud

ix>4, x<% oraz x >4, itp.

4. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu x, =%, x, =4 1 blednie zapisze
odpowiedz, np. xe (—oo, —%) (4, +<), popetniajac tym samym blad przy przepisywaniu
jednego z pierwiastkow, to otrzymuje 2 punkty.
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Kryteria uwzgledniajgce specyficzne trudno$ci w uczenin sie matematyki

Jesli zdajacy pomyli porzadek liczh na osi liczbowej, np. zapisze zbidr rozwigzan nierdwnosci
w postaci (oo, 4) u(%, +o0), (4e0,4) (4, —m) , to przyznajemy 2 punkty.

Przykladowe rozwigzanie
Rozwigzanic nicréwnosci kwadratowc) sklada si¢ z dwdch ctapow.

Pierwszy etap to wyznaczenie pierwiastkow trojmianu kwadratowego: 3x” —16x+16.
Drugi etap to zapisanic zbiory rozwigzan nicréwnosci kwadratowej: 3x° —16x+16 >0,

Pierwszy etap rozwigzania moze zostac zrealizowany nast¢pujgco:
e obliczamy picrwiastki tréjmianu kwadratowego 3x° —16x+16
o obliczamy wyrdznik tego trdjmianu:
A=16-16-4-3-16=4-16=2"-4" istad x, =168 =4 orar x, =188 -4
albo
o stosujemy wzory Vidte'a:

XX, =% oraz x]+x1=%,stqd X, =% oraz x, =4.

Drugi etap rozwiazania.

Podajemy zbior rozwigzan nicrownosci: [—m, %] (4, +e0) lub xe [—m, %] (4, +00).
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Zadanie 28. (0-2)

V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajgcy postuguje si¢ wzorami

i argumentacja. skroconego mnozenia: (@ + b)%, (a £ 6, &* — B, a* £ b* (2 a).

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje ...... S 2p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zdajacy otrzymuje ...... sersssenesarasssans 1p.
gdy

e zapisze nierdwnos¢ w postaci, zawierajace] po jedne] strome 0, a po drugie] sume
wyrazen algebraicznych, bedgcych wielokrotnoéciami  kwadratéw  liczb  lub
stanowigcych jedng strong wzoru skroconego mnozenia, ktérego druga strona jest
kwadratem, np.:

2a° +a’ =2ab+b +26° 20
albo

e zapisze oszacowanie 3q° =2ab+3p" Za’ -2ab+ &’

albo

e obliczy wyrdznik wdmianu kwadratowego w zalesnosci od zmienne) a lub b,
wystepujacego po jedne] stronie nierdwnosel, gdy po drugie) stronie jest 0, 1 stwierdzi,
z¢ jest on niedodatni,

albo
e rozwaza dwa przypadki: w plerwszym stwierdza, z¢ gdy @b <0, (0 nierownosé jest
. . o, - .a b2
prawdziwa, a drugim doprowadza nicrownos¢ do postaci b +—2 3’
2]
albo

¢ rozwaza dwa przypadki: w jednym dzieli stronami nieréwnosé przez b° lub przez o,
aw drugim przyjmuje, ze « lub b jest réwne 0, oraz w przypadku, w ktérym dzieli
stronami merdwnose 1 obliczy wyrdznik otrzymanego irdjmianu kwadratowego,

albo
* zapisze, ze prawdziwa jest nierdwno$¢ 2a° +2b° 20 oraz zapisze, ze prawdziwa jest
. 2 . . . . ;e . - .
nieréwno§¢ (a—b) 20 1 przedstawi t¢ nierdwno§¢ wpostaci réwnowaine;
a —2ab+b> =0,
albo
o wskaze, ze przeprowadza dowdd nie wprost, zapisze nierdéwnosé 3a’ —2ab+3b% <0

oraz zapisze jeden z dwoch ponizszych komentarzy:
.y . 2 . . f
o nierdéwnoéé (@—5) <0 jest nieprawdziwa;
o nierdwnosé (a¢—b&) 20 jest prawdziwa oraz nierdwnosé 2a° +207 <0 jest

nicprawdziwa
i na tym zakoniczy lub dalej popetnia bledy.
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Uwagi
1. Jezeli zdajacy sprawdza prawdziwosé nicrdéwnosel jedynic dla wybranych wartosei ¢ 1 6,
to otrzymuje 0 punktdw za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy zakoficzy rorumowanie, zapisujae nierdwnos¢ 2a* +(a—b) +257 20 lub

3
nieujemmych wartosci przez wyrazenie zapisane po lewej stronie nierdwnosci, to otrzymuje
1 punkt.

. Jezeli zdajacy w TV sposobie rozwigzania pominie przypadek A=0 lub a=0, to 7a cate

rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

4. Jezeli zdajacy w 'V sposobie rozwigzania pominie przypadek ab <0 | to 7a cale rozwigzanie
moze otrzymac co najwyzej 1 punkt, o ile wykaze prawdziwos¢ nieréwnosci w przypadku
ab>10,

5. Jezeli zdajgcy po uzasadnieniu prawdziwoéci nier6wnosci o’ —2ab+h° >0 zapisze
nierébwnosé¢ 3a’—2ab+3bh* 20 i na tym zakonczy, to za cale rozwigzanie otrzymuje
1 punkt.

1,y 8., . . .. . : :
[a ~—Z}J +§b‘ 2 0 1 ni¢ przedstawi komentarza uzasadniajgcego przyjmowanic wylacznic

ad

Przykladowe rozwigzania

[ sposob
Przekszlatcamy rownowaznie nieréwnosc 1 otrzymujemy kolejno:

3a® —2ab+3b° 20,
20  +a’ =2ab+b" +20° 20,

2a° +(.*:1—5:J)2 +26%20.

Lewa strona mierownosci jest sumg frzech liczb mieujemnych: 24— jako wielokrotnosé
kwadratu liczby, (a —.*b)2 — jako kwadrat liczby, 2b* — jako wiclokrotno$s kwadratu liczby.

Zatem z lewe) strony nicrdwnoscl wystgpuje wyrazenic przyjmujgee wartod¢ nicujemng, czyli
nicrownosé jest prawdziwa dla dowolnych rzeezywistych liczb a 1 5.

To konezy dowad.

Uwaga

Cale rozumowanie mozna zapisa¢ w postaci
¥ : : 2
3a® ~2ab+3b* za’ =2ab+ b’ =(a-b) 20,

co jest prawdy dla dowolnych liczb rzeczywistych @, b.
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II sposob
Przcksztalcamy rownowaznic nicrownosd 1 otrzymujemy kolcjno:

3a° —2ab+3b> 20,

a’ —%ab+b2 >0,

. .. . L 1. . .
Lewa strona nicréwnosci jost sumg dwoch liczb nicujemnych: (a -3 b) —jako kwadrat liczby,
gbz — jako wielokrotnos¢ kwadratu liczby.
Zalem z lewej strony mierdwnoscl wyslepuje wyrazenie przyjmujace warlos¢ mieujemna, czyli
nierdwnosc jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych liczb a 1 b,
To konczy dowod.
I1I sposéb

Wyrazenic z lewe] strony jest trgpmiancm kwadratowym dla zmienne| @, z parametrem b,
Obliczamy wyrdznik tego trdpmanu kwadratowego:

A= (—Zb)2 —4-3-3b" =4b” -36b" = -32b".
Obliczony wyréznik tréjmianu kwadratowego jest niedodatni dla dowolnej liczby rzeczywistej b.
Zatem trojmian kwadratowy nie ma pierwiastkéw lub ma jeden pierwiastek rzeczywisty. Przy
najwyzszej potedze trojmianu kwadratowego stoi liczba dodatnia 3, zatem lewa strona

nierdéwnosci przyjmuje warto$é nieujemng dla dowolnej zmiennej rzeczvwistej ¢. Oznacza to,
Ze nierdwnosé jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych liczb a i b.

To konczy dowdd.

Sirona 12 z 31



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

IV sposdb
Rozwazmy dwa przypadki.

1. &=0
2. b0

W pierwszym przypadku otrzymujemy nierdwno$é 3a’ 2 0, ktora jest prawdziwa dla dowolnej
liczby rzeczywiste] @, bo wyrazenic po lewej stronic jest wiclokrotnoseiy kwadratu liczby.
Zatem nieréwnosé 3a’ —2ab+3b° 20 jest prawdziwa w przypadku, gdy h=0.

W drugim przypadku mozemy podzieli¢ obie strony nierdwnoéei 3a” —2ab+36° 2 0 przez b’

"

To.a
—2Z 4320,
]b30

7

Otrzymujemy nieréwnosc: 3 ( 5

Obliczamy wyrdznik tréjmianu kwadratowego zmienne] x, gdziex = % , Wystgpujacego

z lewej strony nierdwnosci:
A=(-2)'-4-33=4-36=-32,

Obliczony wyréznik trdymianu kwadratowego jest ujemny, zatem trojmian kwadratowy ni¢ ma
picrwiastkow rzeczywistych., Przy najwyzsze] potedze tréjmianu kwadratowego stol liczba
dodatnia 3, zatem lewa strona nierdwnoscl przyjmujc zawsze wartos¢ dodatnig, Oznacza to, z¢
nierdwnosé jest prawdziwa dla dowolngj liczby a 1 dowolnej liczby b rdingj od zera,

Z rozwazonych dwoch przypadkdw wynika, Ze nierdwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych
rzeczywistych iczb a1 b,

To konezy dowdd.

V sposéb (przypadki ze wzgledu na znak ab).

Rozwazmy dwa przypadki,

1. Gdy ab<0. Wtedy nieréwnosé 3a” —2ab+3b" 20 jest prawdziwa, gdyz po jej lewej

stronie jest suma trzech nieujemnych sktadnikow 3a®, —2ab, 36°.

2. Gdy ab>0. Wiedy nier6wnoéé zapisujemy w postaci réwnowaznej 3a” +36° 2 2ab .
Obie strony tej nierdwnoséci mozemy wtedy podzieli¢ przez dodatnig liczbe 3ab, otrzymujac
nierdwnosd

) ) o . L. . . a b 2
Z twierdzenia o sumie liczby dodalnigj 1 j¢) odwrolnoscl wynika, Ze A +—22> 3
a
To konczy dowdd.
VI sposdb (dowédd nie wprost)
Zatézmy, nie wprost, ze dla pewnych liczb rzeczywistych @ i b prawdziwa jest nierdwnosé
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3t —2ab+3b° <0

Poniewaz 2a’ +2b”° 20 | wige nieréwnosé 1a bylaby prawdziwa tylko wiedy, sdyby

a’=2ab+b* <0, czyli (u —a_‘;v]2 <0, co jest nieprawda.

Otrzymana sprzecznoéé oznacza, e nierownosé 3a® —2ab+ 30" < 0 jest falszywa.

Prawdziwa zatem jest nierowno$¢ 3a” —2ab+35" 2 0.
To konezy dowad.

VII sposdb
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b prawdziwe sg nieréwnosci

(a—b)" 20 oraz 2a° +26% 20,
czyli
a’—2ab+b° 20 oraz 2a”+28° 2 0.
Dodajac te nierdwnoéci stronami, co mozemy zrobi¢, gdyz nieréwnosci sa tak samo
skierowane, otrzymujemy
a2’ =2ab+bh*+24° +20° 20,
czyli
3a° —2ab+3b" 20.
To konezy dowodd.
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Zadanie 29. (0-2)

7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w ligurach

V. Rozumowanic . ) . .. =
plaskich, takze 7 zastosowaniem trygonometrii, réwnie7

1 argumentacja. : . .
i ] w zadaniach umieszczonych w kontekscie praktycznym (7.c).

Schemat oceniania

Zdajacy ofrzymuje ....... . . . e 2 P
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zdajacy otrzymuje ......
gdy wykorzysta rownos¢ kgtow przy podstawie w trojkgtach rOwnoramiennych BCS 1 ABS
oraz
» zapisze zalezno§é migdzy katami < 1 ABS, np.: {{ABS | = {{BAS{ =2a
albo
* zapisze zaleznos¢ miedzy katami «, DS4 oraz dowolnym katem trojkata ABS
w postaci uktadu dwdch rownan z trzema niewiadomymi, np.: @+ ¥+ 8 =180°
1 f=180°-4er
i na tym zakonczy lub dalej popetmi bledy.

Uwagi

L. Rglzwiqzanie uznajemy za pelne, jezeli z zapiséw zdajacego wynikaja kolejne kroki
rozumowarnia.

2. Jezeli zdajacy zaznaczy na rysunku zaleznosci migdzy katami, ale nie opatrzy rozwiazania
stosownym wyjadniemem, to moze otrzymaé co najwyzej 1 punkt. Tego typu syiuacje
ilustrujg ponizsze rysunki.
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3. Jezeli zdajacy zazmaczy na rysunku kgty trdjkatéw BCS, ABS 1 kat ASD i na tym
poprzestanie, to otrzymuje 0 punktow. Te sytuacje ilustruje ponizszy rysunek.

4, Jezeli zdajacy przyjmuje konkrelne miary kglow, (o otrzymuje (f punktdw,

Przykladowe rozwigzanie
7 zalozenia trojkat CSB jest réwnoramicnny i ‘BS| =‘BC , WiIge ‘{BSC‘ =|<:CBCS‘. Zatem

[«XBCS| =|4ACS| =a. Wynika stad, ze |«CBS|=180°-2a, a wigc |44BS|=2u . Poniewaz
rojkat ABS jest rdbwnoramienny i |AS‘ =\BS‘ , wige <<BAN
Zatem |«ASB| =180°—4a:.

Zauwazmy, ze

=2u.

|<«cASD| +|<c4SB|+|«BSC| =180°
Otrzymujemy zatem roéwnanie
|[«A4SD|+180°— 4o+ =180,
skad wynika, ze
|«d4SD|=3e.

To konczy dowod.
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Zadanie 30. (0-2)

10. Elementy statysiyki opisowej. Teoria prawdopodobiehsiwa

1 kombinatoryka. Zdajacy wykotzystuje whasnosci
prawdopodobienstwa i stosuje twierdzenie znane jako klasyczna
definicja prawdopodobicnstwa do obliczania

IT1. Modelowanie
matcmatycznc.

prawdopodobienstw zdarzen (10.d).

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje ...... seresresssesasises 2p.
4

gdy obliczy prawdopodobicnstwo zdarzenia A: P(A) = % .

Zdajacy otrzymuje ...... S 1p.

gdy
* obliczy liczbg wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: ‘Ql =5 =25
albo
e obliczy (zaznaczy poprawnie w tabeli) liczbe zdarzen elementarnveh sprzyjajacych
zdarzeniu A: |4|=9 i nie wskazuje przy tym niepoprawnych zdarzen elementarnych
sprzyjajgcych zdarzeniu A,
albo
e zapisze przy stosowaniu drzewa probabilistycznego na dwdch  etapach
prawdopodobicnstwa potrzcbne do wyznaczenia koncowcgo wyniku oraz wskaze
wszystkie sytuacje sprzyjajace rozwazanemu zdarzemu,
albo
+  wypisze wszystkie zdatzenia elementatne sprzyjajace zdarzenm A4 Tub wypisze
wszystkie zdarzenia elementame
1 na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Uwagi

1. Jezeli zdajgcy popetni blad przy wypisywaniu par i wypisze o jedng za mato lub o jedna za
duzo, ale mie wypisze zadnej mewlasciwej 1 konsekwentnie do popetmonego bledu obliczy
prawdopodobienstwo, to otrzymuje 1 punkt.

2. Jesli zdajacy rozwiaze zadanie do kofica i otrzyma P(A)>1 lub P(4) <0, to otrzymuje

za cale rozwigzanie 0 punktéw, o ile koncowy wynik nie jest skutkiem biedu

w dziataniach na utamkach.

Tezeli zdajgcy stosuje drzewo probabilistyczne, w ktérym przynajmniej pieé galezi

odpowiada sytuacjom sprzyjajgcym rozwazanemu zdarzeniu, i zdajgcy pominie jedna

z takich gal¢zi, to moze otrzymaé 1 punkt, jesli doprowadzi rozumowanic do koica.

Lad

4. Jezeli zdajgey zapisze tylko: P(A4) = % to otrzymuje 1 punkt.
5. Jezeli zdajacy zapisze tylko: [4)=9, [Q=25 ,P(4)= 29—5 10 olrzymuje 2 punkty.

| e
L |

6. lezeli zdajgey zapisze prawdopodobienstwo P(A4) = . to ofrzymuje 2 punkty.
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Przykladowe rozwigzania

[ sposob (klasyezna definicja prawdopodobienstwa)
Zdarzeniami elementarmymi w preesirzeni £ sg wszystkie pary liczb (a, ) , gdzie a,be {1,2,3,4, 5}.
Jest to model klasyczny. Liczba wszystkich zdarzen elementamych jest réwna ‘Q‘ =35.5=25.
Obliczamny liczbg zdarzen clementarnych sprzyjajacych  zdarzeniu 4 polegajgeym
na otrzymaniu liczb, ktdrych iloczyn jest liczbg nieparzysta, np. wypisujac je 1 zliczajge:
A={(11).(13).(1.5),(3.1),(3.3),(3.5).(5.1).(5.3).(5.5)}.
Liczba zdarzen elementarmych sprzyjajacych zdarzeniu 4 jest wige réwna 9,

9

Prawdopodobicnstwo zdarzenia 4 jest rowne: P(A4) = %

I sposdb (metoda tabeli)
Wszystkie zdarzenia elementarne mozemy

(L1} (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) przedstawié w postaci kwadratowej tablicy.
(2,0 (22) (23) (24) (2.5)

(31) (32) (3.3) (34) (3,5) albo

@) (82 (43) (44) (49 AMB NP
(51) (52) (53) (54) (55)

h| s w |k | —
>
>
>

Stad |Q=5-5=25

Jest 10 model klasyczny.,

Zdarzeniami elementarnymi sptzyjajacymi zdarzeniu 4 sa paty liczb, ktorych iloczyn jest
liczbg nieparzysty. Sa to wszystkie pary liczb wyréznione w pierwszej tablicy lub zaznaczone
w drugicj.

Jestich 9. Zatem P(A4)= %
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II1 sposéb (metoda drzewka)
Przedstawiamy modcl graficzny dodwiadezenia.
P oznacza liczbe parzysta, N nieparzysta.

tn | ko
|

| k2
th |
L | b
th |

P N P N

lloczyn dwoch liczb naturalnych jest nicparzysty, jcsli obic liczby sa nicparzyste.

W razwazanym do§wiadezeniu, by zaszlo interesujgce nas zdarzenie, musimy wylosowaé dwie

liczby nigparzysie. Do wyznaczema poszukiwanego prawdopodobiensiwa wyslarczy zalem

wymnaozyé liczby z gatezi narysowanego drzewa, odpowiadajgce sytuacji: N-N.

Crli P(A)=2 222
55 25
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Zadanie 31. (0-2)

7. Planimelria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w ligurach

IV, Uzycic i tworzenie . . . .. 5
y plaskich, takze 7 zastosowantem trygonometrii, réwniez.

strategii. : . .
£ w zadaniach umieszczonych w kontekscie praktycznym. (7.c).

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje ...... R 2p.
gdy obliczy dlugosé preekatnej BD trapezu; \BD| =2:17.
ZAAJACY OWZYMIUJE cceeeirrrerecnessersemesssssarmsesserosserssersssessssssesessessartsssssosss rsessseesss rarrssssssoasasrses 1p.

gdv zapisze wysokos¢ trapezu: |AD| 21 na tym zakonczy lub dalej popelni ble;dy

Uwagi

1. Jezeli =zdajacy przy wyznaczanin wysokoéci trapezu popetni blad polegajacy na
niepoprawnym zastosowaniu definicji funkcji trygonometrycznej lub niewlasciwym
zinterpretowaniu zaleznosel migdzy dhugosciami bokéw w trojkacie ,,30°, 60°, 90°7,
lub zastosowaniu niewlasciwego wzoru z sinusem kata na pole trojkata, to otrzymuje
0 punktow za calc rozwigzanic.

2. Jesh zdajacy przedstawl poprawny sposéob obliczenia wysokosel rapezu, popetni blad pray
wyznaczaniu te] wysokodci, ale otrzyma jako wysokoéé trapezu liczbe dodatnig, to moze
otrzymaé 1 punkt, za konsekwentne wyznaczenie dhugosci przekatnej BD.

Przykladowe rozwiazanie
Ponicwaz |<):A(;D| =307, wigc tréjkthCD jest polowq trojkata rownoboczncgo. Zatem
|AD| \AC | =-4=2.
Trojkat ABD jest prostokatny, wige mozemy wykorzystaé zaleznodé 7 twierdzenia Pitagorasa
180[ =|AD|" +|48[ .

Stad otrzymujemy

|BD[" = 2* +8% =68.
Zatem

|BD|= /68 =24/17 .
Uwaga

Wysokosé |AD| trapezu mozna wyznaczy¢ takze innymi metodami.

1. Z pola trdjkata ABC, wyznaczonego na dwa sposoby, np.: %-8 -4.51n30° = % 8- ‘,4D| .

AD
2. Z funkgji irygonometryczngj kata w trdjkacie ACD, np.: ]‘ﬁ =sin30°,
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Zadanie 32. (0-4)

5. Ciagl liczbowe. Zdajacy slosuje wzory na n-ly wyraz 1 sume »
ITT. Modelowanie poczatkowych wyrazdw ciggu arytmetycznego i ciagu
matematyczne. geometrycznego, roéwniez umieszczone w kontekscie
praktycznyin (5.¢).

Schemat punktowania

Rozwiazanic pelne e d P
Zdajacy obliczy k2 £ =27.

Pokonanic zasadniczych trudnosci zadania... E——— 3p.
Zdajacy zapisze rownanie z jedng nmiewiadoma £, kiore wynika ze wzoru na A-ly wyraz ¢iagu
arytmetycznego: 26 +(k—1)-(—4)=-78

1 na tym zakonczy lub dalej popelni blgdy.

Rozwiazanic, w ktérym jest istotny postep ... R 2p.
Zdajacy obliczy pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego: a, =26 1 na tym zakonczy lub

w dalszej czgSci rozwigzania stosuje niepoprawny Wzor na wyraz ay .

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania veersreresssssarres 1p.
Zdajacy

a+a,+a,+a, +a, +a,
O

® 7apisze roéwnanie =16

albo
o  wykorzysta wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i zapisze wszystkie wyrazy:
Uy, Uy, Gy, U, G, Wzalcznosciod @, irnp.: a,=a +r, a,=a +2r, a,=a,+3r,

a,=a,+4r, a,=a +5r,

albo
* 7apisze, 7e §, =6-10,
albo
» 7astosuje wzor na sume szescin poczatkowych wyrazdw ciagn arytmetycznego

2a,+5r

1 wyznaczy S, wzaleznosciod a 17 S, = 6

1 na tym zakorezy lub dale) popeini bledy.
Uwagi

1. Jeczeli zdajaey realizuje strategie rozwigzania i popelnia jedynic bledy rachunkowe,
to moze otrzymac 3 punkty, o ile popetione btgdy nie utatwiaja rozwazanego zagadnienia
na zadnym etapie rozwigzania, a uzyskana liczba & jest catkowita dodatnia,

2. Jezeh zdajacy popelnia btad w intetpretacyi sredniey arytmetycznej i poprawnie stosuje

WwZOr na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego, to moze otrzymaé co najwyzej 2 punkty za cate

TOZwWigzanic,

Jezeli zdajacy popelnia blad w interpretacji Sredniej arytmetycznej i poprawnie stosuje

wzdr na sumg 2 poczatkowych wyrazdow clagu arytinctyczncgo, to moZc otrzymad

co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

)
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10.

11.
12.

13.

Jezeli zdajacy poprawnie interpretuje Srednig arytmetyczng i popelnia blad we wzorze na
n-ty wyraz ciggu arytmctyczncgo, to mozc otrzymaé co najwyzcel 2 punkty za calc
rozwigzanie.

Jezeli zdajacy poprawnie interpretuje Sredniy arytmetyczng i popelnia blad we wzorze na
sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego, to moze otrzymac co najwyzej
2 punkty za cale rozwigzanie.

Jezeli zdajacy popetnia blad w interpretacyi srednie) arvtmetycznej i popetnia biagd we
wzorze na sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, to moze otrzymad
co najwyzej 1 punkt za calc rozwigzanic.

Jezeli zdajacy poprawnie obliczy @ =26, a nastepnie zapisze £=27, to otrzymuje
4 punkty,

Jezeli zdajacy stosuje metode prob 1 bledéw, sprawdzajgc, czy otrzymany cigg spetnia
warunki zadania (suma szesciu poczgtkowych wyrazdow jest rowna 96 lub ich $rednia
arvtmetyczna jest réwna 16) 1 zapisze poprawny cigg: 26, 22, 18, 14, 10, 6 oraz zapiszc
a,=26 1 k=27 w otrzymuje 4 punkty.

Jezeli zdajgey stosuje metods prob 1 blgdow, sprawdzajac, czy otrzymany ciag speinia
warunki zadania (suma szedciu poczatkowych wyrazdéw jest rowna 96 lub ich §rednia
arvtmetyezna jest rowna 16) i zapisze poprawny clag: 26, 22, 18, 14, 10, 6 oraz zapisze
a, =26 albo k=27, to otrzymuje 2 punkty.

Jezeli zdajacy od razu zapisze poprawny ciag: 26, 22, 18, 14, 10, 6 oraz zapisze k=27,
ale 7 zapiséw zdajgcego mie morvna wywnioskowaé, 7e dokonuje sprawdzenia,
czy podany ciag spelmia warunki zadania, to otrzymuje 1 punkt.

Jezeli zdajacy jedynie zapisze a, =26 1 k=27, to otrzymuje 0 punktéw.

Jezeli zdajgey poprawnic obliczy «,, a w drugicj czgsci rozwigzania zapiszc rownanic
z nigwiadoma £ 1 popetni jeden blad polegajacy na wpisaniu: zamiast liczby —78 liczby 78
albo zamiast liczby —4 liczby 4, albo zamiast liczby 26 liczby —26, to moze otrzymac

1 punkt za drugi ctap.
Jezeli zdajacy nie zapisuje, Ze korzysta z sumy szefciu poczatkowych wyrazdw ciggy,

L - N
a rozpoczyna rozwiazanie od zapisania zaleznosci e =16 bez stosownych abjadnien,

to moze otrzymaé co najwyzej 3 punkty.
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Przykladowe rozwigzanie
Z tresel zadania otrzymujemy
a+a,+a,+a,+a; +a;

=16,
6
a+a+(—4)+a +2-(-4)+a,+3-(4)+a +4-(4)+a,+5-(4) _16
6 A
64,60 _ ¢
6
a, =26.

W celu obliczenia liczby £ stosujemy wzor na wyraz g, 1 otrzymujemy:
26+(k—1)-(-4)=-T78, astad k=27.
Qdpowieds: 4, =26, k=27
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Zadanie 33. (0-4)

8. Geomelria na plaszczyznie kartezjanskiej, Zdajacy podaje
réwnanie prostej w postaci Ax + By + C—0luby —ax + b,
majgc dane dwa jej punkty lub jeden punkt i wspolczynnik a
w rownaniu kierunkowym (8.b). Zdajacy interpretuje
geometrycznie uklad dwoch réwnan liniowych z dwiema
nicwiadomymi (8.d). Zdajacy wyznacza wspdlrzedne srodka

IV. Uzycic i tworzenic
strategii.

odcinka (8.1).

Schemat punktowania

Rozwigzanie pelne o 4P
Zdajacy obliczy 1 zapisze wspdlrzedne szukancgo punktu 8

[102 14]
B=—/—,-——|.
5 5
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania... vee 3P

Zdajacy:
e zapisze obie rownosci pozwalajace obliczy¢ wspotrzedne szukanego punktu £, np.
—18+x, 6 . 10+y, 18
2 5 2 5
albo
* zapisze réwnanie z jedna niewiadoma, pozwalajace obliczy¢ wspdirzedng
szukanego punktu £, np.
Br+s-4] 32410

Jio 5

lub
3(12-3y)-» 32410
J1o 5
lub

3x—64=—L(x+18)+10
i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.
1 na tym zakonczy lub dalej popei bledy.
Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep ... “ " ossserssarrents wee 2P0

Zdajacy:
* wyznaczy rownanie prostej prostopadiej do prostej o rownaniu y = 3x

i przechodzgcej przez punkt A =(-18,10}
y=—ix+4
oraz obliczy odlegto$¢ d punktu 4 =(-18,10) od prostej o rownaniu y =3x

32410

5

d

albo
. . . . 65 . I8
» obliczy wspotrzedne srodka odcinka AB: x = 3 iy= <
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albo
» wyznaczy rownanie proste] prostopadie] do prostej o réwnanin y =3x
i przechodzgcej przez punkt A =(-18,10}
y=—3x+4
oraz, wyznaczy réwnanie prostej przechodzace] przez punkt 5 1 réwnolegley do
symetralnej odcinka AB: y=3x—-64
i na tym zakoniczy lub dalej popetni bledy.

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwigzania zadania wee 1P
Zdajacy:

* wyznaczy rdwnanie prostej prostopadlej do prostej o réwnaniu y =3x

i przechodzgcej przez punkt 4 = (—18,10)

y=—1x+4
albo
» obliczy odleglodé d punktu 4 =(—18,10) od prostej o réwnaniu y =3x
32410
d= .
S
albo
» wyznaczy odlegtosé punktu 4 od punktu nalezgcego do symetralne) odcinka 4B
w zaleznosci od jednej zmiennej, np.: J(X—HS): +(?!x—10)2 ,
albo
* wyznaczy wspolrzedne Srodka S odcinka A8 w zalezno$ci od wspdtrzednych korica
B odeinka 4B: § =(=5% ),
albo
» wyznaczy rownanie proste] przechodrzace) ptzez punkt B 1 réwnolegte) do
symetralnej odcinka AB: vy =3x-64
Uwagi

1. Jcsli zdajacy popelni bigdy rachunkowc, ktdre nic przckreslajg poprawnosct rozumowania
1 konsekwentnie rozwigze zadanie do kofica, to moze otrzymaé za cale rozwigzanie
¢0 najwyzej 3 punkty,

2. Jezeli jedynym blgdem jest:

a) bad przy ustalaniu wspétezynnika kierunkowego proste] 45, to zdajacy moze otrzymad
c0 najwyzej 2 punkty za cale rozwigzanie;

b) blad przy wyznaczaniu 6, polcgajacy na zamianic micjscami wspolrzednych punktun A,
to zdajgey moze otrzymaé co najwyzej 2 punkty za cale rozwigzanie;

¢) blad polegajacy na zamianie miejscami wspolrzgdnych przy wyznaczaniu Srodka S,
to zdajgey moze otrzymaé co najwyzej 2 punkty za cale rozwigzanie;

d) blad polegajacy na btednym podstawienin do wzoru na odlegtoéé¢ punktu od prostej,
to zdajacy moze otrzymaé co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie;
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e) biad polegajacy na zastosowaniu niepoprawnego wzora ,,\Ja+b = Ja+vb?, o zdajacy
moze olrzymaé co najwyze] 2 punkty za cale rozwigzanie.

Przykladowe rozwigzania

I sposdb
Wyznaczamy réwnanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu ¥ =3x 1 przechodzycej

przez punkt A :
y=—3x+b.

Punkt 4 nalezy do prostej y=—+1x+5, wigc 10=—1(-18)+4. Stad b=4.

Obliczamy wspdlrzedne punktu § przecigcia prostej y =3x 1 prostej AB:

y=3x
{y=—'3x+4
Wtedy 3x=—1x+4.
Zatem
:{:=é i }*:E,czyli $’=[E,E).

S 5 55
Ponicwaz punkt S jest srodkicm odcinka 48, wige

—18+x, =E ; 10+, =E

2 5 2 5

Stad x, =1?2 iy, =—%, czyli B =[%,—?].

IT sposdb (,,odlegloié punktu od prostej™)
Roéwnanie proste] prostopadiej do danej proste) 1 przechodzace) przez punkl 4 ma postac:

yv=—3x+bh.
Wiedy 10=—1(—18)+5, stad =4 . Zatem réwnanie prostej A8 ma postaé: y=—Ix+4.
Punkt B nalezy do tej prostej, wigc

B=(x,—{x+4).
Obliczamy odlegtos¢ punktu 4 od prostej o roéwnaniu y = 3x:
3-(-18)-1-10| 32./i0
J1o 5

Ponicwaz prosta o rdéwnaniu y = 3x jest symetralng odeinka A8, wice odleglosé punktu

32410

B= (x,—%x+4) od prostej o rOwnaniu y =3x jest takze rOwna ra

Zatem otrzymujemy rownanie:
Bx+5-4 32410
Jo oo s
Rownanie to jest rOwnowazne alternatywie rdwnan
Tx—4=64 ub Yx-4=-64.

,stad [ x—4]=64.

Stad
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x=21lub x=-18.
. . 102 14
Obliczamy wspohrzedne punktu B = [T’_?J .
Uwaga
Zdajacy moze bez wyznaczenia rownania proste] y=—ix+4, tj. prostej prostopadtej do

3210
5

prostej o réwnaniu y =3x, na ktorej lezy punkt A=(-18,10), obliczy¢ odlegloéé d =

punkiu 4=(-18,10} od prostej o rOwnaniu 3 =3x i zapisa¢ réwnanie z jedna niewiadomy

3 32410

Jx+18) +(3x-10)" =

, 7 ktorego wyznaczy pierwszg wspohrzedng Srodka odeinka AB.

5
111 sposéb
Niech B =(x,y) bgdzie koncem odcinka 4B. Wiedy wspdrzedne srodka § tego odeinka sa
rowne
S=[_]8+x,10+y].
2 2
Punkt ten lezy na symetralnej odcinka 4B, a wigc na prostej o rdwnaniu y =3x, wige
10+y 3. —18+x
2 2
y+10=3x-54,
y=3x-64.

Prosta prostopadta do prostej o rownaniu 1 ptzechodzgca przez punkt 4 ma rdéwnanie postaci
y=-L(x+18)+10.

Punkt B nalezy do tej prostej, wiec pozostaje rozwigzaé uktad réwnan vy =3x—64

iy= —% (x+18)+10. Stad otrzymujemy

3x—64=—+(x+18)+10,

L
Rx=e8,
x, =083 _343 _102
10 3 5
Zatem druga wspodtrzedna punktu B jest rowna y = 3-1%—64 = _1T4’ czyli B —(1%2,—1?4) .

Uwagn

Rdéwnanie v =3x—64, kidre uzyskaliSmy w poczatkowym etapie rozwigzania to rownanie
prostej przechodzacej przez punkt B i réwnolegle) do symetralnej odcinka AB. Réwnanie tej
proslej mozemy (67 olrzymag, korzyslajac ze wzoru na odleglosé miedzy prostymi
rdwnoleglymi oraz odleglosé punktu od proste;.

Punkt B lezy po przeciwnej stronic symetralngj odcinka AB niz punkt A, na prostej =
rownolegle) do te] symetralug), przy ¢zym odlegtosé proste; m od symetralng) jest rdwna
odleglodci punktu 4 od symetralnej. Prosta sz ma wigc rdwnanie postaci v =3x+c¢. Poniewaz
odlegtos¢ migdzy prosta m 1 symetralng odcinka AB jest rdwna odleglosci punkiu 4 od
symetralnej odcinka AB, wigc otrzymujemy rownanie

le—0] _[3-(-18)-10]

Jio Jioo
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Stad ‘cl =64, wigcc=—064 lub ¢=64.
Ottzymalismy zatem dwie proste o réwnaniach y =3x—64 oraz y =3x +64. Drugie 7 tych
réwnaf jest réwnaniem prostej przechodzacej przez punkt 4, gdyz 3-(—18)+64 =10, wige

prosta m ma rownanie postaci v =3x—64.
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Zadanie 34. (0-5)

9. Stereometria. Zdajacy wskazuje 1 oblicza kaly miedzy
§cianami wielodcianu, migdzy Scianami 1 odcinkami oraz miedzy
odcinkami takimi jak krawedzie, przekgtne, wysokoéci (9.a).
Zdajacy wyznacza zwigzki miarowe w wicloscianach 1 brytach
obrotowych z zastosowaniem trygonometrii (9.b).

IV. Uzycie 1 tworzenie
stratcgii.

Schemat oceniania

Rozwigzanie pelne w3 Pu
!

Zdajacy obliczy cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do plaszezyzny podstawy: \'T .

Rozwigzanie prawie pelne sersssenesarasssans 4 p.
Zdajacy

s obliczy dlugosc krawedzi bocznej ostroshupa: b= 3J10
albo

*  obliczy tger

1 na tym zakonezy lub dalej popetmi btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnoéci zadania.., . 3p.
Zdajgcy obliczy wysokoSC Sciany bocznej ostrostupa: A, =9.

1 na tym zakonczy lub dalgj popelni bledy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep... S 2p.
Zdajacy zapisze réwnani¢ pozwalajace obhczyc wysokosé sciany bocznej, np.:

4-1.6-h,=108.

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania ....... R 1p.
Zdapgey
& zapisze zalezno$¢ pomiedzy polem powierzchni bocznej a polem podstawy ostrostupa
lub pomi¢dzy polem $ciany bocznej a polem podstawy ostrostupa, np.: F, =3P,

3
=25
albo
s zapisze dwaréwnania: £, =4P i . =P + £,
albo
* obliczy pole powierzchni bocznej ostrostupa: £, =108,
albo
o |40
®  7apisze, Ze COS=1—— »
45]
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albo

& obliczy dhugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa lub potowe jej diugosci: |AC ‘ =62
lub |40|=32.

Uwagi

L.

Jesli zdajgcy popelni bledy rachunkowe lub przy przepisywaniu (nie dotyczy

przepisywania wzoréw z zestawu wzorow matematycznych), ktére nie przekre$laja

poprawnosci rozumowania 1 konsckwentnie rozwigze zadanic do kofica, to moz¢ otrzymac
za cale rozwigzanie co najwyzej 4 punkty.

Jezeli jedynym blgdem jest:

a) przyjecie niepoprawnej zaleznodci miedzy polami Scian ostrostupa: £ =4.P,,
P=4-P,

b) nicpoprawnc zastosowanic wzoru na polc trojkata lub nicpoprawne wyznaczenic pola
kwadratu, lub niepoprawne wyznaczenie dhugodci przekgmne] kwadratn, lub
nicpoprawne zastosowanic definicji funkcji trygonometrycznej, ale niebedgce
skutkiem ujawnionego bledu rachunkowego,

¢) niepoprawne zastosowanie twierdzenia Pitagorasa,

d) zaslosowanie HePOPrawnego wzoru ,,~a+h = Va+b

¢) przyjecie ohliczone) wysokoscet sciany boczngj jako wysokosei ostroshipa,

1o zdajacy moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie, o ile nie popeia
innych blgdow i konsekwentnie rozwigze zadanie do koica.

Jezeli zdajacy popelnia jeden biad, opisany w uwadze 2. a ponadto popemia bledy

rachunkowc, alc poprawnic rcalizuje stratcgic rozwigzania, to olIZymujc €O najwyzg)

2 punkty.

Jezeli zdajacy przyjmuje inne niz wymienione w uwadze 2a niepoprawne zaleznosci

mi¢dzy polami scian ostrostupa, to otrzymujc co najwyzcj 1 pkt.

Jezeli zdajacy poprawnie ustala zaleZznosci miedzy polami §cian ostroshupa, ale przy

obliczaniu wysokoscl sclany boczne] ostrostupa podsiawi do wzoru mepoprawng warlosc

za pole, to otrzymuje co najwyzej 3 pkt, o ile nie popemi innych bledow i konsekwentnie
rozwigze zadanie do konca.

Jezeli zdajacy przyjmmje, bez stosownvch komentarzy lub obliczen, dlugosct odcinkow

w ostrostupie, na przyklad zapisuje, ze wysokosé ostrostupa jest réwna przekatne)

podstawy lub przyjmuje, Zc wysokos¢ Sciany boczngj jest roOwna 9, to moze otrzymad za

cale rozwigzanie jedynie punkty za inne c7géct rozawigzania, np.: za wyznaczenie dtugodel
przekgtnej podstawy lub za wyznaczenie cosinusa kgta.
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Przykladowe rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

1/;
e > Rl b TR
/;\’ _,\ﬁ \x-ﬂ-&sf— ~ //
Lm0 gk
4 6 B

Ze wzoru na dtugosc przekgtnej kwadratu otrzymujemy
[40|=1-6v2=32.
Pole podstawy ostrostupa jest rdwne
P,=6"=36.
Pole powierzchni catkowitej ostroshupa jest 4 razy wigksze od pola jego podstawy, wiec
P =4P =4-36=144.

Zatem pole powierzchni bocznej ostrostupa jest rdwne
K=F-F =336=108.

Polc powicrzchni boczne) ostroshipa jost rowne

‘F:J =4.PH(.'.\' =4-%‘6.hh =12‘hh"
wige
12-4, =108,
=9,

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata BES otrzymujemy
b =3"+h"=9+9"=9-10,

b=3J10.

cosr= A _ 32 V5
48] aie s

Z wéjkata AQS otrzymujemy
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