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Zadania zamknig¢te

Punkt przyznaje sie za wskazanie poprawnej odpowiedzi.
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Ogolne zasady oceniania zadan otwartych

Uwaga: Akceptowane sq wszvstkie adpowiedzi merytorycznie poprawne i spelniajgce warunki
zadania.

Zadanie 26. (0-2)
Rozwigz nieréwnosé 2x* + x—6 <0,

Przykladowe rozwigzanie
Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej sklada sig z dwoch etapow.

Pierwszy etap rozwiazania polcga na wyznaczeniu picrwiastkéw trojmianu kwadratowcego
2x° +x—6.
Na przyktad obliczamy wyroznik tego trojmianu, a nastepnie stosujemy wzory na pierwiastki:

A=T, x =TT g, o 2THT3
4 4 2

Drugi etap rozwigzania polega na wyznaczeniu zbiotu rozwigzaf nietdwnodei 2x° +x—-6<0
Podajemy 7bi6r rozwiazan nieréwnodei: —2<x<2  lub ( %> lub xe (—2 i} np

— 2 1 ’J Ll 2 - .
odczytujge go ze szkicu wykresu funkcji f =2x"+x-6.

=2 3 x
2

Schemat punktowania
Zdajacy otrzymuje 1p.

gdy:
o usrealizuje pierwszy elap rozwigzamia i na tym zakonczy lub blgduie zapisze zbior
rozwigzan nierdéwnosci, np.

o obliczy lub poda picrwiastki trojmianu kwadratowego x, =2, x, = % i na tym

zakonczy lub biednie zapisze zbior rozwigzan nierdwnosci,
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o zaznaczy na wykresic micjsca zerowe funkcji f(x)=2x"+x—6 i na tym

zakonczy lub blednie zapisze zbior rozwigzan nierdéwnosci
albo
» realizujgc pierwszy etap bigdnie wyznaczy pierwiastki (ale otrzyma dwa 1dzne
picrwiastki) ikonsckwentnic do tepo rozwigze nicrdwnosé, np. popeini blad
rachunkowy przy obliczanin wyrdznika lub pierwiastkéw trémianu kwadratowego
i konsekwentnie do popetnionego bledu rozwiaze nierdwnosc,

Zdajacy otrzymuje .. 2p.
gdy:
¢ poda zbidr rozwigzan nicréwnosei: —2 < x é% lub <—2, %) Iub x e (—2, %)
albo
e poda zbidr rozwigzan nierdwnos$el w postact graliczne] z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow

»>—

[ 1[ 8% ]
Ry

Uwagi

1. Jozeli zdajacy podaje picrwiastki bez zwiazku z trojmianctn kwadratowym z zadania, to
oznacza, 7¢ nie podjat realizacji 1. etapu rozwigzania 1 w konsekwencji otrzymuje
0 punktdéw za cale rozwigzanie.

2. Jesli zdajgcy wyznacza ujemng delte tréjmianu kwadratowego, to otrzymuje ¢ punktow
za cale rozwigzanie.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie matematyki

1. Akeceptujemy sytuacje, gdy zdajacy poprawnic obliczy lub poda picrwiastki tréjmianu
x=-2, x, =% L zapisze, np. xe(-Z_.——%), popelniajge (ym samym blad przy
przepisywaniu jednego z pierwiastkow, to za takie rozwigzanic otrzymuje 2 punkty.

2. Jedli zdajgcy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbiér rozwigzan

nicrdwnosdcl w postacl x € <% - 2> , to przyznajemy 2 punkty.
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Zadanie 27, (0-2)
Rozwiaz réwnanie (x2 - 6)(3x+ 2)=0.

Przykladowe rozwigzanie
Lewa strona réwnania jest iloczynem dwéch czynnikéw x2 —6 oraz 3x+2. Zatem iloczyn ten
jest rowny 0, gdy co najmniej jeden z tych czynnikdw jest rowny 0, czyli

x> -6=0 lub 3x+2=0.

Rozwigzaniem rdwnania 3x+2=10 jest x= —% .

Rozwigzania réwnania 2 -6=0 mozemy wyznaczy¢, korzystajac:
. . T 2 . .. e
» z postaci iloczynowej trojmianu x°—6 (wzoru skroconego mnozenia na rozniceg
kwadraldw)

(x—x/g)(x+«/g)=0,st@d x:xfg lub x=—«/§

albo
s ze wzorOw na pierwiastki tréjmianu kwadratowego:
A=24,
. _0-2J6 . x _0+2v6 %
2 2
albo

e 7z wlasnosci wartosci bezwzgledng), przcksztalcajac najpicrw rownanic do postaci
réwnowaznej ‘x‘ = \/E ,skad x = \/E Iub x= —\/8 )

Zatem wszystkie rozwigzania réwnania to: x = —% fub x=+6.1ub x=—V6.

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy:

* zapisze dwa rOwnania: x*-6=0lub 3x+2=0 (wystarczy, ze z rozwiazania wynika,

7e zdajgcy wyznacza pierwiastki kazdego z wielomianow: x% —6 oraz 3x+ 2)

albo

* zapisze rozwigzanie x = —
albo

e wyznaczy dwa picrwiastki wiclomianu -6,

¥

(L]

1 na lym zakonczy lub dalej popenia blgdy.
Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy wvznaczy bezblednie wszystkie rozwigzania réwnania: x = —% lub x=+/6, lub x=—6.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy zapisuje zamiast znaku = znak # i zamieszeza zapisy typu: x* — 6 # 0 lub

3x+2#0, to oznacza, z¢ podcimuje prob¢ wyznaczenia migjsc zerowych dwdach
wielomiandw i otrzymuje przynajmniej 1 punkt.
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2. Jezeli zdajacy nie zapisujc warunku x> — 6 = 0, ale piszc od razu bledng postaé iloczynows
2 —6,np. (x - 3)}x —2)=0, (x — 6)(x + 6) = 0, i nie wyznacza poprawnie miejsca zerowego
drugiego wielomianu, 10 olrzymuje ¢ punktow.

Zadanie 28. (0-2)
Wykaz, z¢ dla dowolnej dodatme] liczby rzeczywisle] x prawdziwa jest nierdwnosé
1
dx+—=4.
X
Przykladowe rozwigzanie
I sposéb rezwigzania
Dla dodainich liczb x nierdwnosé 4x+ % =4 jest rtOwnowazna kolejno nierdwnosciom
4x* +1=z4x,
4x* —4x+120,
(2x-1)" 20.
Ta nierdwnos¢ jest prawdziwa, gdyz lewa strona t¢) micrdwnosel jest kwadratem liczby
rzeczywistej. To koficzy dowdd.
11 sposéb rozwiazania

Dla dodatnich liczb x nieréwnosé 4x + % >4 jest rébwnowazna kolejno nierownoéciom

dx—4+1l>0,

1 2

(2vx-L) 20
Ta nicrownos¢ jest prawdziwa, gdyz lewa strona tgj nicrdwnosci jest kwadratem liczby
rzeczywistej. To koficzy dowéd.
1T sposob rozwiazania
Dla dodatnich liczb x nicrownosé 4x+ % >4 jest rtéwnowazna kolcjno nicrownosciom

4x° +1> 4y,

4x* —4x+120.
Ponicwaz wyroznik trojmianu kwadratowego 4x° —4x+1 jest réwny A= (—4):E -4.1-4=10
i wspatezynnik przy x° jest dodatni, wigc nierdwnoéé jest prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywiste] x. To konczy dowdd.
Uwaga
Mozemy tez naszkicowaé wykres tego tréjmianu y = 4x° —4x+1.

»
X

Xy
1V sposab rozwigzania
Z twierdzenia o fredniej arytmetycezne) 1 geometryezne) dla liczb dodatnich 4x i % wynika, 7e
prawdziwa jest nierowno§c
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Stad otrzymujemy 4x+ l,c 24,

To konczy dowéd.

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje , " " " " " " Nrsnsaseennens 1p.

gdy:
» przeksztalei poprawnie nieréwnodé do postaci (2x— l]2 >0
albo
o przeksztalci poprawnie nieréwnos¢ do postaci (2& - ?) 20,
albo
e przcksztalei poprawnic nicrownosé do postaci 4x* —4x+1>0 i obliczy wyrdznik
tréjmianu 4x* —4x+1: A=0
albo
® obliczy pochodng funkcji f (x]=4x+% 1 wykaze, ze dla x=% funkcja f osigga
minimum lokalne
1 na tym zakoficzy lub dalej popehnia bledy.

Zdajacy otrzymuje 2p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga
Jezeli zdajacy sprawdzi prawdziwosé tezy tylko dla konkretnych przypadkdw, to otrzymuje
0 punktow.
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Zadanie 29. (0-2)

Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktdérym |SACB|=90° i ‘SABC|=60°. Niech D
oznacza punkt wspdlny wysokoSci poprowadzonej z wierzchotka C kata prostego
i przeciwprostokatne] AB tego trojkgta. Wykaz, ze |AD| : ‘DB‘ =3:1.

Przykladowe rozwigzania

I sposéb rezwigzania
Sporzgdzamy pomocniczy rysunek ilustrujacy tresé zadania.

B

g

g 30°
C A4
Poniewaz [SABC|=60°, wiec |BC|= %|AB|. Podobnie, poniewaz |[SDBC|= 60", wigc

|DB| = %|BC| . Olrzymujemy zatem ciag rOwnosci
|DB| =L|BC|=1(4[4B])=1|4B|.

Zatem |AD|= 3| 4B|. Stad wynika, ze |AD| : |DB|= 3|48 :1|4B8| =3 : 1. To kofezy dowod.

Schemat punktowania I sposobu rozwiazania
7Zdajacy otrzymuje .. 1p.
gdy zauwazy 1 zapisze, Z¢

\BC‘ =5‘AB| i ‘DB‘ = §|BC|
i na tym poprzestanie lub dalej popeini bledy.

Zdajacy otrzymuje .. 2p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie,

II sposob rozwiazania
Sporzadzamy pomocniczy rysunck ilustrujgcy tresé zadania,
B

mc

P 30°
C A
Z trojkatéw prostokatnych ADC 1 BDC otrzymujemy réwnosci

Strona 7 z 20



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

czyli rownosel
V30
[CD|==|4D| i |CD|=/3|DB|.

Pordwnujemy prawe strony obu tdwnan 1 zapisujemy rownanic

5 anj-
rdwnowazne réwnaniu
|40 _~3 _,
|DB| ;3 -

Otrzymana réwno$< oznacza tezg twierdzenia.

Schemat punktowania II sposobu rozwiazania

Zdajacy otrzymuje
gdy zauwazy i zapisze, ze

|cD| = ?MD\ i |cp|=+3|DB]
1 na tym poprzestanie lub dalej popelni bledy.

Zdajacy otrzymuje

gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

ITT sposéb rozwigzania
Sporzadzamy pomocniczy rysunek ilustrujgcy tres¢€ zadania.
B

&]0

P 30°
C A
Niech [AC|=h. Wtedy w trdjkacic ACD mamy:

\/_

cpj=2 i ap|- 22
Ponadto, w trojkacie 4ABC":

bJ_
|AD] bJ’ 3

[BC =

Poniewaz |SDBC| = 60°, wiec [DB| —— . Zat
" 08|~ 6

To koficzy dowdd.
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Schemat punktowania 111 sposobu rozwiazania

Zdajacy otrzymuje .. 1p.
gdy zapisze dugose odeinkéw 4D 1 DB w zaleznosci od dtugoscl odumkd AC, np, oznaczy
‘AC|—b i zapisze dtugosci odcinkdw 4D i DB w zaleznosci od b

\f _b3
6

|4D]=

i na tym poprzestanie lub dalej popeini ble;dy.

Zdajacy otrzymuje .. 2p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie,

IV sposéb rozwigzania
Niech |BC | = a . Poniewaz tr6jkat ABC jest polowa trdjkata rbwnobocznego, wice |A C ‘ = axﬁ .

B

a0° D

g

¢ 3 A

|ACI = a( \/_ “LC}C

Trdjkaty ADC 1 CDB s3 podobne, a skala ich podobichstwa jest réwna —— |BC|

P 2
stosunek pél tych trojkatow jest kwadratem tej skali, czyli ~2€ = (V3)" =3. Te tojkaty maja
L8

wspé]nq wysokos¢ CD, wiec stosunek ich pél jest réwny stosunkowi dhugosci ich podstaw,

ooyt Fane 1401
})C'JUR |BD‘

To konczy dowad,

Schemat punktowania I'V sposobu rezwigzania

Zdajacy otrzymuje .. 1p.
pdy zapisze, z¢ trojkaty ADC 1 CDRB s3 podobng, obliczy stosunck pdl tych trmkatow i zapisze,
ze CD jest wspdlng wysokoscig tych tréjkatdow i na tvm poprzestanie lub dalej popelni biedy.

Zdajacy otrzymuje .. 2p.
gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy sprawdzi prawdziwos¢ tezy tylko dla konkretnych przypadkéw, to
otrzymujc 0 punktow. Uwaga ta nic dotyczy sytuacji, gdy zdajacy zapisujc stosowng
whasno$¢: podobienistwo trojkatdow o katach 30°, 60°, 90°.
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2. Jezeli zdajacy ustali, z¢ dhugosci odeinkdw sg rdéwne: BD = x, BC = 2x, AR = 4x lub
BD =x, BC=2x, AD=3x1nie towarzysza tym ustaleniom zapisy §wiadczace o blednym
rozumowaniu, (0 moze olrzymac 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy przeprowadzi uzasadnienie, rozwazajac konkretne dhigosei odcinkdw
i zapisze, Zze ze wzgledu na podobienstwo figur teza jest prawdziwa dla dowolnych
dhigosci bokdw, spetniajgeych podane warunki, to moze ottzymaé 2 punkty.

Zadanie 30, (0-2)
Z¢ zbiom liczb {1, 2,4,5, 10} losujemy dwa razy po jedngj liczbic z¢e zwracanicm, Oblicz

prawdopodobicnstwo zdarzenia 4 polegajaccgo na tym, Zc iloraz picrwsze] wylosowang liczby
przcz drugg wylosowang liczbg jest liczba catkowita.

Przykladowe rozwiazania

I sposéb rozwiazania (,.metoda klasyczna™)

Zdarzeniami elementarnymi s3 wszystkie pary uporzadkowane (x,y) liczb ze zbioru
{l, 2.4,5, l(]} . Jest to modcl klasyezny. Liczba wszystkich zdarzen clementarnych jest rdwna
|£1| =5.5=25.

Zdarzeniu A sprzyjaja nasiepujgce zdarzenia elemenlarne:

(L1),(2,1),(41),(5.1),(10,1),(2.2),(4,2),(10,2),(4,4).(5.5),(10,5). (10,10)

Zatemn |4]=12 i siad P(A):%:%:OAS.

TT sposdb rozwigzania (,,metoda tabeli”)

Zdarzeniami clementarnymi sg wszystkic pary uporzadkowanc (x, y) liczb zc zbioru

{1,2,4,5,10}. Jest to model klasyczny. Budujemy tabelg ilustrujgeg sytuacje opisana

w zadaniu,
I losowanie
1 2 4 5 10
1 * x x X x
-
2 2 ® * X
g
> | 4 X
k=
- s X b
10 X
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Symbolem * ¢znaczono zdarzenia clementarne sprzyjajgee zdarzeniu 4. Mamy wige 23,
wszystkich zdarzefi elementarnych, czyli |ﬂ|=25, oraz 12 zdarzen -elementarnych

_H_m

sprzyjajgcych zdarzenin A, czyli |A‘ =12. Stad P(4)= o =05 = 0,48.
Schemat punktowania I i II sposobu rozwiazania
Zdajacy otrzymuje .. 1p.

gdy
» obliczy liczbe wszystkich mozliwych zdarzen elementamych Q=25
albo
¢ przedstawi poprawny sposob wyzmaczenia wszysikich elementdow zbioru 4 lub wypisze
wszystkie te zdarzenia elementarne:
(L1),(2.1),(4,1).(5.1),(10.1),(2,2), (4,2),(10.2), (4.4),(5,5),(16,5),(10,10)
1 na tym zakonczy lub dale) popelnia blgdy.
Zdajacy otrzymuje .... . “ . “ . “ “ 2p.

A
gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A)= ol =25 0,48.

ITT spos6b rozwigzania (,,metoda drzewa”)

Drzewo z istotnymi galgziami

I losowanie

1l losowanic
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Schemat punktowania III sposobu rozwiazania

Zdajacy otrzymuje 1p.

gdy narysuje drzewo uwzgledniajace wszystkie istotne galezie 1 zapisze poprawne
prawdopodobiefstwo przynajmniej przy jednej gatezi.

Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy obliczy prawdopodobiefistwo zdarzenia 4: P(A4)=12- %% = % =0,48.
Uwagi

1. Jesli zdajgcy rozwigze zadanie do konca i otrzyma P[A)>I, to otrzymuje za cale

rozwigzanie 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy poprawnie abliczy prawdopodobienstwo w sytuacji rozwazania losowania bez

. 7
zwracania 1 uzyska wynik 20 to moz¢ otrzyma¢ 1 punkt.

3. Jezeli zdajgey przy opisie elementdéw zbioru 4 zmienia kolejnoéé liczb 1 pisze na przyktad
(1, 2) zamiast (2, 1), to moze otrzymac 2 punkty.

Zadanie 31. (0-2)
Dany jest ciag atytmetyczny (aﬂ], okre§lony dla n>1, w ktéorym spelniona jest réwnosé

Qy + Ay + 8y, +ay =100 Oblicz sume a,, +a,, .

Przykladowe rozwiazanie
Poniewaz w zadaniu nalezy obliczy¢ sume a,, + 4., , wigc zapiszemy dang ré6wno§c

Uy + Uy, + Uy + 4y =100 W postaci rownowaznej
o —4r +a,, —r+a,, +r+a, +4r =100,
gdzie r oznacza odpowiednio roznicg danego ciggu. Stad wynika, Ze
s+, =50,

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy:
®  Zapiszc IOWNOSE dy, + d,, + tiy; + Uy, =100 W postaci rownowazncj
Qys —Ar + s —r + (o + 7 + Uy + 4r =100 lub 44, +98r =100, Iub 2o +49r =30
i na tym zakonczy lub dalcj popcini bicdy
albo
®  ZAPISZE, 7€ dys+ dy = a; + 247+ a, +25r =2q, +49r

1 na tym zakoficzy lub dalej popelni bledy,
albo
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e popetni blad rachunkowy w przeksztalcaniu réownodci a,, +a,, +4a,, +a,, =100 do

postaci rownowazncj 1 konsckwentnic do popciniencgo blgdu obliczy sumg s +a, .

Zdajacy otrzymuje .. 2p.
gdy obliczy 1 zapisze, 7¢ a,, +a,, =50.

Uwagi
l. Jezeli zdajacy =zapisze rownos¢ a, +a,,+a,, +a,=100 w postaci réwnowaznej

4a, +98r =100, a nastgpnie wprowadzi konkretne wartosei liczbowe do réwnania z dwiema
nicwiadomymi, np. r =1, i nawet poprawnic obliczy a,, +a,,, to otrzvimyjc 1 punkt za
takie rozwiazanie.
2. Jezeh zdajaey myli whasnodei ciggu arytmetycznego z wlasno$ciami ciggu geometrycznego,
to za cale zadanie otrzymuje 0 punktdw.
. Jezeli zdajgcy rozwaza wylgeznie konkretne ciggi i nie podaje stosownego uzasadnienia na
temat zastosowania tych rozwazan do sytuacji ogélnej, to otrzymuje 0 punktow.

Lad

4. Iezeli zdajacy zapisuje wylacaie a,; +a,, =350, to olrzymuje (¢ punktow.

Zadanie 32. (04)
Funkcja kwadratowa f(x)=ax’+hx+c ma dwa migjsca zerowe x, =—2 i x, =6. Wykres

funkcji f przcchodzi przez punkt 4 = (1, - 5) . Oblicz najmnicjszg wartos¢ funkeji f.

Przykladowe rozwigzania

1 sposéb rozwiazania
PoniewaZ znamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej, to mozemy zapisa¢ wzér funkeji f

w postaci iloczynowej f (x)=a(x-6)(x+2).
Wykres tej funkcji przechodzi przez punkt 4 =(1, —5), wigc otrzymujemy réwnanie
—S=a(1-6)(1+2),
—5=-154,

a=t,

Funkcja okreslona jest wrzorem: f(x) = %-(r -6)(x+2).

Najmniejsza warto$¢ jest przyjmowana przez funkcje f dla argumentu x,, ktory jest $rednig
arytmetyczng miejsc zerowych tej funke;i.
Wyznaczamy x, i najmnicjsza wartos¢ funkcji f (x;):

0 =6—52=2= fx)= .f'(2)=%(2—6)(2+2)=—%ﬁ.
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Ll sposdéb rozwigzania
Z trefci zadania wynika, ze mozemy zapisaé uklad trzech réwnan:

a-(-2f +h-(-2)+¢c=0
a-6*+b-6+c=0

a-12+b-1+c=—5

Po rozwigzaniu uktadu rownan olrzymujemy «a =~% , b=— —31 ic=—4.
Stad wynika, Ze funkcja fokreSlona jest wzorem: f (.x) =%x % x—4.
b 4
Funkeja ta przyjmuje najmniejsza wartoéé dla argumentu x;, = ;_ = ._31_ =2
a 2 3
Obliczamy najmniejsza warto§¢ funkcji: f(2) % 22— % 2-4= —%
Uwaga
Po obliczeniu wspélczynnikow a, b i ¢ mozemy najmniejszg wartos¢ funkcji obliczyé ze

WZOr = —% Wiedy otrzymujemy

+
j'. = = - —
i 4 3
3

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania 1p.
Zdajacy

o obliczy pierwszg wspbtrzedng wierzchotka paraboli: p =2
albo

o zapisze wzor funkejl f w postaci Loczynowe], z jednym nicznanym wspolczynnikiem:

Fx)=a(x-6)(x+2),

albo
e 7zapisze trzy roéwnama, w ktorych mewiadomymi sa wspélezynmiki a, b, ¢ trymianu
kwadratowego:

a-(=2)° +b-(-2)+c=0
a-6+b-6+c=0

a-P+bh1+e=-5
1na tym poprzestanie lub dalej popelnia biedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep 2p.

Zdajacy
o zapisze wzor funkeji fw postact iloczynowe), z jednym mieznanym wspdlezynnikiem:
f(x)=a(x—6)(x+2) iobliczy wartos¢ a: a=

G|

albo
o obliczy wspOlczynniki (rdjmianu kwadralowego: a =-%- s b= —%‘— 1c=—4

1L na tym poprzestanic lub dalej popehia bledy.
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Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania sersssenesarasssans 3p.
Zdajacy

s obliczy wspolczynniki trojmianu kwadratowego: a =% , b= —% i c=-4 oraz obliczy
picrwszg wspolrzedng wicrzecholka paraboli: p =2
albo
s obliczy wspdlezynniki tréjmianu kwadratowego: a =% , b= —% i c =—4 oraz zapisze,

2
Ze najmniejsza warto§é funkeji jest réwna —% oraz obliczy A = (—%) —4-%‘(—4]
a

albo
e zapisze wzor funkcji fw postaci iloczynowe|, z jednym nicznanym wspdtczynnikicm:

f(x)=a(x—6)(x+2) i obliczy wartos¢ u: «a :% oraz obliczy picrwsza wspolrzedna

wierzcholka paraboli: p=2
i na tym poprzestanic lub dalej popcinia bigdy.

Rozwigzanie pelne ... veersreresssssarres 4 p.

Zdajacy obliczy najmniejszg warto$é funkeji f: —% .

Uwagi

1. Jezeli zdajacy popeini bledy (rachunkowe, w przepisywaniu), ktére nie przekreslajg
poprawnosci rozumowania 1 konsekwentnie rozwigze zadanie do kofica, to moze otrzymac
¢o najwyz¢] 3 punkty za takie rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy przyjmuje konkretina wartosé g > 0, to moze ottzymac ¢o najwyzcj 1 punkt.

3. Jezell zdajacy pray wyznaczaniu ¢ popelnia blad rachunkowy 1 otrzymuje a > (, Lo moie
otrzymaé co najwyzej 3 punkty.

4. Jezell zdajacy pray wyznaczaniu ¢ popelnia blad rachunkowy 1 otrzymuje a < (, 10 moie
otrzymac co najwy7ej 2 punkty.
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Zadanie 33, (0—4)

Punkt C = (U,U] jest wierzcholkiem trdjkata prostokatnego ABC, ktdrego wierzcholek A4 lezy na
osl (Jx, a wicrzcholck 8 na osi Oy uktadu wspdirzednych, Prosta zawicrajaea wysokosé tego
trojkata opuszczong z wierzcholka C przecina przeciwprostokatng 4B w punkcie [ = (3,4) .

\\\_ ¥ , /,

\?3\\ /

/ | .
/ .

Oblicz wspohrzedne wicrzchotkdw A4 1 B tego trdjkata oraz dlugosé przceiwprostokatne] A58,

PrzyKladowe rozwiazania
T sposdb rozwigzania
Wspdtezynnik kierunkowy prostej CD jest rowny
_ ¥n _},t‘_.' _ 4-0 _ 4

fen = X, — X, "3-0 3

Prosta AR jest prostopadta do proste) CD, wige jej wspotezynnik kietunkowy jest rdwny
3

By =—7-

Prosta ta przechodzi przez punkt D= (3, 4) . Wigc jej rownanie ma postac

v=—=(x-3)+4,
yodea2s

Ponicwaz prosta AB przecina o8 Oy w punkt B, wice B = (0,%-13) , natomiast 05 Ox w punkcic

A, wige A=(x,,0). Zatem

Lh

__3 2
25
X,=5

czyli A =[2TS,0).

Dhugos¢ przeciwprostokatnej AB jest zatem réwna
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Schemat punktowania I sposcbu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym post¢p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania .. 1p.

Zdajacy zapisze wspdlezynnik kicrunkowy prostej CI: &, = %

1 na tym poprzestanie lub dalej popelnia bledy.

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep " 2p.
Zdajacy zapisze réwnanie prostej AB: v = —% (x-3)+4

1 na tym poprzestanie lub dalej popeinia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnoéci zadania 3p
Zdajacy obliczy wspolrzedne punktow 4 i 5. 4 = (%,0) , B= (0 é) .

Rozwiazanie pelne ..., “ " “ " “ esssasssssnans " 4 p.
Zdajacy obliczy dhugosé przeciwprostokatnej AB trojkata ABC: |4B|= 10%.

IT sposdb rozwiazania
Nicch A= (xA ,0] i A= (_D, }’5) . Dhugosé odeinka CD jest réwna

|CD|= (3-0Y +(4-0) =5.
Z twierdzenia dla trojkatow ACD i BDC otrzymujemy
|4D[" +|cD|* =|4c] i |cD| +|BD

1

- |t

2 - =2 .

(\/(3-x_4)2+(4—0)”) sF=xl (J(3-o)‘+(4-y3)~) sy R

9—6x,+x, +16425=x"1 9+16-8y,+y,° +25=y,°,
50=6x,i 50=8y,,

Zatem 4=(%,0)i B=(0,2).
Dlugo$c przeciwprostokgtnej AB jest zatemn réwna

=3 -0) +{0-3) =B~ = s (§+ ) -

= 25 5.5 _125 193
=625 &% =252, =18 103
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Schemat punktowania 11 sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwiazania..... 1p.

Zdajacy zapisze jedno 7 réwnanh: (J(B— x,) +(4-0) ) +5 =x 72,

(\/(3—0)2 +(4-y,) )- +5% = y,* z niewiadomg odpowiednia x,, y,

i na tym poprzestanie lub dalej popelnia bledy.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep 2p.

z
Zdajacy zapisze oba réwnania: (J(S —-x,) +(4—0_)3 ) +5=x2,

a

1-0Y +(4—y, ) h+52=}, * z niewiadomg odpowiednio x,, y
" 5 4 oap 4> YR

1 na tym poprzcestanic lub dalej popehnia blgdy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania . “ . “ 3p.
Zdajacy obliczy wspOhzedne punkiow 41 B; A= (% 0) , B= (0__%) i na lym poprzestanic
lub dalej popetnia biedy.

Rozwiazanie pelne. 4 p.

Zdajgey obliczy dlugoé przeciwprostokatnej AR tréjkata ABC: |AB| =107

Uwaga (do schematéw punktowania I i IT sposobu rozwiazania)

Tezeli zdajgcy popelni bledy (rachunkowe, w przepisywaniu), ktére nie przekrestajg
poprawnosci rozumowania i konsckwentnic rozwigze zadanic do konca, to mozc otrzymad co
najwyzej 3 punkty za takie rozwigzanie.
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Zadanie 34. (0-5)

Podstawa graniastostupa prostego ABCDEF  jest trajkat prostokatny ABC, w ktérym
\SACB\=90° (zobacz rysunek). Stosunek dhugosdci przyprostokatne] AC tego trojkata do
dhugosci przyprostokatne) BC jest réwny 4 : 3. Punkt S jest drodkiem okrggu opisanego na
trojkacie ARC, a dhugoéé odeinka SC jest réwna 5. Pole Sciany boczne) BEFC graniastoshipa
jest réwne 48. Oblicz objgtosé tego graniastoshupa.

i
|
|
[
1
]
1
i
1
D :
! '
|
I
|
|
|
I
I
1
]
i
1
]
|'
|
I
|
|
|
i
i
1
]
M C
L
- r \\
-~ .
-~ p
- ~
-~ ) s
- 3 s
- 4 ~
- ~,
l// - '\.\
-~ . N
A« - > B

Przykladowe rozwigzanic
Odcinek C§ jest promieniem okrggu opisanego na trojkgcie ABC. Zatem

|Cs|=1|4S|=|Bs|=5.
skad otrzymujemy |AB| =10.
Poniewaz stosunek dtugosci przyprostokaine] AC do dtugosci przyprostokatney BC jest rowny
4 . 3, wige mozemy przyjac ‘AC ‘ =4dx oraz ‘BC | =3x, gdzie x oznacza wspolczynnik
proporcjonalnoéei, Z twicrdzenia Pitagorasa ottzymujemy rownanic

108 = (4J|:)2 +(3x)1 s

100 =257,
x' =4,
x=2.

Zatem |AB‘ =8 oraz ‘BC| =0. Pole trojkgta ABC jest réwne P = % -8:.6=24.

Pole $ciany boczne) BEFC jest rGwne 48, wiec
|BC|- H = 48, gdzie [BE|= H to wysoko$¢ graniastoshupa.
6-H =48,
H=8.
Objgtos¢ graniastostupa jestrébwna V=P - H =24-8=192.

Strona 19z 20



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Schemat punktowania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

pelnego rozwiazania " “ " “ " “ esssasssssnans 1p.
Zdajacy
¢ obliczy dlugosé przeciwprostokatnej trojkata ABC: |AB| =10
albo
o zapisze 7alezno$é miedry dhugodciami przyprostokatnych trdjkata ARC, np.:
h 4

o= lub (|4C|=4x i |BC|=3x)

a
1 na tym poprzcestanic lub dalej popeinia blgdy.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest istotny 2p.
Zdajacy zapisze

¢ réwnanic pozwalajace obliczyé dhugosei przyprostokatnych, np.: (Bx)2 + (4;vc)2 =10°
albo
¢ ukiad réwnan pozwalajacy obliczyé dhugoset przyprostokatnych, np.:
b 4 7 ¥
—=— i d +b =10
a 3
i na tym poprzestanie lub dalgj popelnia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.
Zdajacy obliczy dlugosci bokéw tréjkata ABC: |4B|=10, |AC|=8, |BC|=6 i na tym
poprzestanic lub dalej popcelnia bigdy.

Uwaga
Akc-c%tuj cmy rozwigzanic, w ktorym zdajacy wykorzystujc trojke pitagorcjska (6, 8, 10).
Rozwiazanie prawie pelne 4p.
Zdajacy

e nie obliczy objstosei bryly, ale obliczy wysokosé gramastostupa: H =8
albo

* obliczy objetosc graniastostupa, popelniajac w trakcie rozwigzania bledy rachunkowe.

Rozwiazanie pelne. 5p.
Zdajacy obliczy objctosé graniastoshupa: V=192,

Uwagi

L. Jezeli zdajacy rozwaza w podstawie graniastostupa trojkat inny niz do trdjkata o bokach
6, 8, 10, alc podobny do tcgo trojkata o bokach 6, &, 10, to moZe otrzymad co najwyzgj
2 punkty.

2. Jezeli zdajacy rozklada liczbg 48 na iloczyn 8 + 6 1 przyjmuje, 2c 6 jest dlugoscig BC,

a nastepnie wyznacza pole podstawy i1 objetosé bryly, to moze otrzymaé co najwyzej
3 punkty.
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