Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA

EGZAMIN MATURALNY
W ROKU SZKOLNYM 2016/2017

FORMULA DO 2014
(., STARA MATURA”)

MATEMATYKA
POZIOM ROZSZERZONY

ZASADY OCENIANIA ROZWIAZAN ZADAN
ARKUSZ MMA-R1

MAJ 2017



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki

zadania.

Zadanie 1. (0—4)

Wymagania ogolne

Wymagania szczegolowe

IV. Uzycie
1 tworzenie strategii.

3. Réwnania i nierdwnosci. Zdajacy rozwigzuje proste rOwnania
1 nierownosci z warto$cig bezwzgledna (R3.e).

Przykladowe rozwiazania

I sposob (wyrdznienie na osi liczbowej przedziatow)

Wyrdzniamy na osi liczbowej przedziaty: (—eo,1), <1,5), <5,+oo).

Rozwigzujemy nierownosci w poszczegolnych przedziatach i w kazdym przedziale bierzemy
cze$¢ wspodlng tego przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwigzan nieréwnosci.

x€ (—oo,1) xe <1,5) xe <5,+oo)
—x+1—-x+5<10-2x x—1-x+5<10-2x x—1+x-5<10-2x
6<10 2x<6 4x <16
x<3 x<4
W tym przypadku W tym przypadku

rozwigzaniem nierownosci
jest x<1

rozwigzaniem nierownosci
jest 1I<x<3

W tym przypadku nierd6wnos¢
nie ma rozwigzania.

Sumujac otrzymane rozwigzania, podajemy ostateczng odpowiedz: (—oo, 3> .

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest (—oo, 3> .
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IT sposéb (zapisanie czterech przypadkow)

Zapisujemy cztery przypadki:

x—120
x=520

x—120
x—5<0

x-520

x—1<0 {

W kazdym z nich rozwigzujemy nierowno$¢ badz uktad nierownos$ci

x—-1<0
x—=5<0

x—120

x—=520
x—1+x-5<10-2x
x2>1

x5

4x<16

x=>1

x=5

x<4

Brak rozwigzan

x—1=0

x—-5<0
x—1-x+5<10-2x
x=1

x<5

2x<6

x2>1

x<5

x<3

Rozw.: 1<x<3

x—1<0

x=520
—x+1+x-5<10-2x
x<1

x=5

2x<14

x<l1
x5
x<7

Brak rozwigzan

x—1<0

x—=5<0
—x+1-x+5<10-2x
x<l1

x<5

6<10

Rozw.: x <1

Sumujac otrzymane rozwigzania, podajemy ostateczng odpowiedz: (—oo,3> .
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111 sposob (rozwigzanie graficzne)
Rysujemy wykresy funkcji f (x)=|x—1|+|x=5]i g(x)=10-2x.
Wyr6zniamy na osi liczbowej przedziaty: (—eo,1), <1, 5), <5, +oo) .

Zapisujemy wzor funkcji f'w poszczego6lnych przedziatach bez wartosci bezwzglednej, np.

—2x+6 dla xe (—oo,1)
f(x)=14 dla xe (1,5)
2x—6 dla xe (5,+e)
Rysujemy wykresy funkcji f 1 g:

Odczytujemy odcietg punktu przecigcia wykreséw funkcji fig: x=3.

Sprawdzamy, czy spelniaja one réwnanie |x—1|+|x—5 |<10—-2x, a nastgpnie podajemy te
wszystkie argumenty, dla ktorych f(x)<g(x): xe (—oo,3>.

Uwaga

Zdajacy powinien zauwazy¢, ze wykres funkcji f oraz wykres funkcji g dla xe (—oo,l> s

rownolegte.
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Schemat punktowania

111l sposdb rozwiazania

Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iStOtNY .....cccccevvercrcercssnicssnncsssnncssssresssecssssscssssscssnsees 1p.
Zdajacy
e wyrdzni na osi liczbowej przedzialy (—oo,1), <1, 5), <5, +oo).
albo
e zapisze cztery przypadki:
x—1=20 x—120 x—1<0 x—1<0
x=520 x—5<0 x—520 x—5<0

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Uwaga
Jezeli zdajacy popeini bledy w wyznaczaniu przedzialow, to przyznajemy 0 punktow.
Podobnie 0 punktéow otrzymuje zdajacy, ktory blednie zapisat cztery przypadki.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........ceeeveecivnnicivencscnnenes 2p.

Zdajacy
e zapisze nierownosci w poszczegdlnych przedziatach, np.:
dla xe€ (—e,1) mamy —x+1-x+5<10-2x,

dla xe (1,5) mamy x—1-x+5<10-2x,

dla x& (5,4) mamy x—1+x-5<10-2x

albo
e zapisze nierownosci w poszczegdlnych przypadkach, np.:
gdy x-1>201 x-520, towtedy x—1+x-5<10-2x,
gdy x-1>20 1 x-5<0,towtedy x—1-x+5<10-2x,
gdy x-1<0 1 x-520, to wtedy —x+1+x-5<10—-2x (lub stwierdzi, ze ten
przypadek jest niemozliwy),
gdy x—-1<0 1 x-5<0,towtedy —x+1-x+5<10-2x
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy rozwigze nieréwnosci w poszczegolnych przedziatach i na tym
zakonczy lub nie wyznaczy czg¢sci wspolnej otrzymanych wynikdw z poszczegdlnymi
przedziatami i kontynuuje rozwigzanie, to otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, rozwigze nieréwnosci w poszczegolnych
przedziatach, stwierdzi, ze czwarty przypadek jest niemozliwy i1 na tym zakonczy lub
nie wyznaczy czesci wspolnej otrzymanych wynikéw z poszczegolnymi przedziatami
1 kontynuuje rozwigzanie, to otrzymuje 2 punkty.
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Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..........coceicncveicnsercssneicssnicssanscssassosnns 3p.

Zdajacy

e poprawnie rozwigze nierdwnosci 1 wyznaczy czgsci wspolne otrzymanych wynikow
z poszczegblnymi przedziatami tylko dla dwoch przedzialow (sposrod trzech wskazanych
w 1 sposobie rozwigzania), popeini btad w trzecim 1 konsekwentnie doprowadzi
rozwigzanie do konca

albo

e zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, poprawnie rozwigze nierdwnosci i wyznaczy czesci
wspolne otrzymanych wynikdw z poszczegdlnymi przedziatami tylko w dwoch
przypadkach, popeini blad w trzecim przypadku oraz stwierdzi, ze przypadek:

x—1<01x-520

jest niemozliwy i1 konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do konca.

ROZWIGZanie PeINe ........ueivouiiviuiiiisnrininiinsnicnseicssencsseicsssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 4 p.

Zdajacy zapisze odpowiedz: xe (—oo,3>.

Uwaga

We wszystkich rozwazanych przypadkach zdajacy moze rozpatrywaé obie nierdwnosci
nieostre (przedzialy obustronnie domknigte). Jezeli natomiast rozwazy wszystkie nierownos$ci
ostre (przedzialy otwarte), to przyznajemy za cale zadanie o 1 punkt mniej, niz gdyby
wyrdznit wszystkie przedziaty poprawnie.

111 sposob rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
PEINEZO FOZWIAZANIA ...uuuerenviiiiniinirnrinisarinssnnisssanissssnessssnsssssessssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssses 1p.

Zdajacy wyrdzni na osi liczbowej przedziaty: (—ee,1), <1,5), <5,+oo).

Rozwigzanie, w Ktorym postep jest iStOtNY ......cccveeccrercsssercssercssnsssssnsssssssssssssssssssssssssses 2p.
Zdajacy zapisze wzor funkcji f w poszczegdlnych przedziatach, np.:
dla xe (—eo,1) mamy f(x)=-2x+6,

dla xe <1,5) mamy f(x)=4,
dla xe <5,+<>o) mamy f(x)=2x-6
lub
—2x+6 dla xe(—eo,1)

f(x)=14 dla xe (1,5)
2x—6 dla xe <5,+c>o)
i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........c.eeeevvueiecneeccnnnene 3p.
Zdajacy narysuje wykres funkcji f 1 prosta o réwnaniu y =10—2x i na tym zakonczy lub
dalej popeinia bledy.

ROZWIQZaNnie PEINE .....ccoueiiiiivnniiiiisnnicnissniicssssnniessssnnnecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 4 p.
Zdajacy zapisze odpowiedz: xe (—oo,3>.
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Zadanie 2. (0-5)

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy wykonuje
dzielenie wielomianu przez dwumian x—a; stosuje
twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez
dwumian x—a (R2.b).

3. Roéwnania i nierownosci. Zdajacy rozwigzuje
roOwnania 1 nierbwnosci wielomianowe (R3.c).

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Przykladowe rozwiazanie
Korzystajac z warunkow zadania zapisujemy uktad rownan
W(3)=0 . 15449a-39+b=0
, czyli
w(-2)=20 —16+4a+26+b=20
Z uktadu réwnan obliczamy a 1 b
9a+b=-15 |9a+10-4a=-15 |(a=-5
4a+b=10 ~ |b=10-4a " |b=30
Dla a=-5, b=30 otrzymujemy W (x)=2x’—5x*—13x+30.

Obliczamy pozostate pierwiastki wielomianu wykonujac np. dzielenie wielomianu W (x)

przez (x—-3): W(x)= (x—3)(2x2 +x—10) = 2(x—3)(x—2)(x+%j.
Pozostatymi pierwiastkami wielomianu W (x) sa liczby 2 oraz —%.

Schemat punktowania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do rozwigzania
ZAAANMIA cooeeernnriiniisnrecsissnnicsssssssosssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnasss 1p.

Zdajacy zapisze jedno z rOwnan:
544+9a-39+b=0 albo —16+4a+26+b =20 ina tym zakonczy lub dalej popetia btedy.

Uwaga
N R (ZO R
starczy, ze zdajacy zapisze
y y Jacy zap W (~2) =20,
Rozwigzanie, w Ktorym postep jest iStOtNY ....ccccccevveeeiceicssnncssarcsssnnesssnnsssssssssssssssssssssnns 2p.

Zdajacy zapisze uklad rownan
{54+9a—39+b=0

—16+4a+26+b=20
i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ccoeeveeeseecensnecnnnne 3p.
Zdajacy rozwiagze uktad réwnan: a =—-5, b =30 i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
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Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..........coceicncveicnsercssneicssnicssanscssassosnns 4 p.

Zdajacy
e wykona poprawnie dzielenie wielomianu W (x) przez (x—3):
W(x) : (x—3) =2x"+x-10
albo
e rozwigze uklad réwnan z btedem rachunkowym i obliczy pozostale pierwiastki
konsekwentnie do popetnionego biedu;
albo

e podzieli wielomian z bledem rachunkowym 1 obliczy pozostate pierwiastki
konsekwentnie do popetnionego biedu.

Rozwigzanie Dezbledne .........uuiieoeiiiiuiiiisniiissniinssniicssnninssnninsssnissssnesssnssssnesssssessssscsssscses 5p.

Zdajacy obliczy pozostate pierwiastki wielomianu W (x): 2 oraz —% :

Zadanie 3. (0-5)

II1. Modelowanie

matematyczne. 3. Réwnania 1 nieréwnosci. Zdajacy stosuje wzory Viete’a (R3.a).

Przykladowe rozwigzania

I sposéb
Zapisujemy uktad warunkow

A>0
{(4x1 —4x,) =1<0
Rozwigzujemy nierowno$¢ A >0, czyli 36m’ —16(2m2 —3m —9) >0. Po uporzagdkowaniu
otrzymujemy nier6wnos¢ 4 (m+ 6)2 >0, ktorej rozwigzaniem sa wszystkie liczby

rzeczywiste oprocz m=—6.
Drugg nierowno$¢ przeksztalcamy rownowaznie i otrzymujemy kolejno:

16(x, —x,)" =1<0,
16(x12—2x1x2+x22)—1<0,

16] (x,+x,)" ~4xx, |-1<0.

2 2
36m’ _, 2m’—3m 9J_1<0'

Stosujemy wzory Viete'a i otrzymujemy: 16( T p

Strona 8 z 37



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Przeksztatcamy nieréwnos$¢ rownowaznie otrzymujemy kolejno:
36m* —32m’ +48m+143<0,
4m* +48m+143<0.
Rozwigzujemy te nier6wnosc¢.
A=2304-2288=4"
—48—-4 13 —48+4 11
= = —_— , m2 = [ —
8 2 8 2

[ 13 11)
me|——,——|.
27 2

13 11
Wyznaczamy cz¢$¢ wspolng obu warunkow: me (—?,—6j u(—6, —?j .

m,

5

11 sposob
Rozwigzujemy nierowno$¢ A >0, czyli 36m’ —16(2m2 —3m —9) >0. Po uporzadkowaniu

otrzymujemy nier6wnos¢ 4(m+ 6)2 >0, ktorej rozwigzaniem sg wszystkie liczby
rzeczywiste oprocz m=—6.
Obliczamy pierwiastki rownania, z zachowaniem warunku x, < x,:
_6m—=2|m+6| 3m—|m+6|  6m+2|m+6| 3m+|m+6|
W T 4 T T e
Obliczamy warto$¢ wyrazenia 4x, —4x, w zalezno$ci od m:

M=—2|m+6|.

4x, —4x, =4

Zapisujemy nierownos¢ z treSci zadania z wykorzystaniem wyznaczonych rozwigzan
réwnania i przeksztalcamy ja rownowaznie, otrzymujac kolejno:

(—2|m+6|-1)(=2|m+6]+1) <0,
—[1—4(m+6)2]<0,

4m’ +48m+143<0.
Dalsza czg$¢ rozwigzania przebiega podobnie jak w I sposobie rozwigzania,

Schemat punktowania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy z nich polega na rozwigzaniu nieréwnosci A > 0.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga

Jezeli zdajacy rozwigze nierowno$¢ A >0 1 nie odrzuci przypadku A=0, to za ten etap
otrzymuje 0 punktéw.

Drugi etap polega na znalezieniu wartosci m, dla ktoérych speilniona jest nierowno$c:
(4x1 —4x, —1)(4x1 —4x, +1) <0.

Za te cze$¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje 3 punkty.
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Ponizej podziat punktow za drugi etap rozwigzania:

Zdajacy otrzymuje 1 punkt gdy:

e zapisze nierOwno$¢ (4x,—4x,—1)(4x,—4x,+1)<0 w postaci roéwnowaznej
zawierajacej jedynie sume 1 iloczyn pierwiastkow trojmianu kwadratowego
4x = 6mx+(2m+3)(m=3),0p.: 16| (x,+x,) ~4x.x, |-1<0

lub
e obliczy pierwiastki trojmianu:
_6m—2lm+6| 3m—|m+6|  6m+2|m+6| 3m+|m+6|
W T 4 T s T

i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
Zdajacy otrzymuje 2 punkty gdy:
e zapisze nierowno$¢ (4x, —4x, —1)(4x, —4x, +1) <0 w postaci nierownosci rownowaznej
36m” 4. 2m* —3m—9
16 4
lub (—2|m+6|—1)(-2|m+6|+1)<0
i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

z jedng niewiadoma np.: 16[ ]—1 <0 lub 4m* +48m+143<0

Zdajacy otrzymuje 3 punkty gdy:

® poprawnie rozwigze nieroOwnos¢: me (—E,—Ej .

Trzeci etap polega na wyznaczeniu cze$ci wspdlnej zbioréw rozwigzan nierdwnosci z etapow
[ i II oraz podaniu odpowiedzi: me (—g,—6} u(—6, —%) )

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwagi
1. W przypadku otrzymania na jednym z etapéw (I lub II) zbioru pustego lub zbioru R jako
zbioru rozwigzan nieréwnosci przyznajemy 0 punktow za III etap.
2. W przypadku otrzymania w II etapie zbioru rozwigzan, bgdacego podzbiorem zbioru
rozwigzan z | etapu przyznajemy 0 punktow za III etap.
3. W przypadku rozwigzania z bledami, nieprzekreslajacymi poprawnosci rozumowania, za
ostatni etap przyznajemy 1 punkt jedynie wowczas, gdy zdajacy poprawnie wykona etap
I 1 popetnia btedy w rozwigzaniu nierdwnosci z etapu II lub gdy popelnia bledy w etapie I
1 dobrze rozwigze etap II (uwaga 3. ma zastosowanie, gdy nie zachodza przypadki 1.1 2.).
4. Jezeli zdajacy w wyniku bledow otrzyma w II etapie nierownos$¢ z niewiadomg m stopnia
drugiego z ujemnym wyrdznikiem lub nieréwno$¢ liniowa, to moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty.
5. W przypadku, gdy zdajacy przyjmuje blednie JA = 2(m+6) i konsekwentnie rozwiaze

zadanie do konica moze otrzymaé¢ maksymalnie 3 punkty.
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Zadanie 4. (0-6)

5. Ciagi liczbowe. Zdajacy stosuje wzory na n-ty wyraz i sume »
poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego 1 ciggu

II1. Modelowanie geometrycznego, rowniez umieszczone w kontekscie praktycznym
matematyczne. (5.0).

3. Réwnania i nierownosci. Zdajacy rozwigzuje uklady rownan,
prowadzace do rownan kwadratowych (3.c).

Przykladowe rozwigzania

I sposéb
Oznaczmy przez r rdéznice ciggu arytmetycznego. Skoro suma wyrazdw ciggu arytmetycznego
jest réwna 27, to b—r+b+b+r=27, a stad b=9. Wowczas ciagg geometryczny

(7-r,9,2r+19) spetnia warunek 81=(7-r)-(2r+19). Rownanie to ma dwa rozwigzania
13

-

W pierwszym przypadku otrzymujemy ciag arytmetyczny (5,9,13), a w drugim przypadku

r=41ir=

: 31 | 5
ciag arytmetyczny ?,9,5 .

I sposéb
Liczby a, b, ¢ sa odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego,

zatem aT-l-c:b. Suma liczb a, b, ¢ réwna 27, stad a+b+c=27. Ciag (a—2,b,2c+1) jest

geometryczny, zatem b’ =(a—2)-(2c+1).

a-+c _
2

Zapisujemy uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi: Sa+b+c =27

b’ =(a—2)-(2(:+1)

b

Z pierwszego roéwnania wyznaczamy a+c=2b, podstawiamy do drugiego réwnania
i otrzymujemy b=9.
Do trzeciego rownania podstawiamy b=9 i a =2b—c i otrzymujemy rownanie kwadratowe:

2¢*-31c+65=0. Roéwnanie to ma dwa rozwigzania: c =§ oraz ¢=13. W pierwszym

przypadku otrzymujemy: a=5, b=9, ¢ =13 aw drugim przypadku otrzymujemy: a = % ,
b=9, c= é .
2
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1 sposdb

Niech g oznacza iloraz ciggu geometrycznego, natomiast a —2 pierwszy wyraz tego ciagu.
. 2 . . ) (61—2)612—1

Wtedy b=(a—2)q i 2c+1=(a—2)q". Z ostatniej zaleznosci otrzymujemy c¢ =

Poniewaz suma liczb a, b, ¢ jest rtowna 27, wiec mozemy zapisa¢ rOwnosé

(a—2)q" -1
2
Z wlasno$ci ciggu arytmetycznego wynika roOwnanie

a+(a—2)q+ =27.

ktore mozemy zapisa¢ w postaci

(a=2)q=
OtrzymaliSmy zatem uktad rownan z niewiadomymi a 1 g:
2a+2(a-2)g+(a-2)q> =55
4(a—2)q:2a+(a—2)q2—1.
Ten uktad jest rtOwnowazny uktadowi
2(a—2)+2(a—2)q+(a—2)q2 =51
—2(a—2)+4(a—2)(]—(61—2)(]2 =3
Po wylaczeniu czynnika (@ —2) kazde z rownan przyjmuje postaé
(a—2)(2+2¢+4°)=51
(a-2)(-2+49-¢")=3

Zatem
3(2+29+4°)=51(-2+49-4"),
skad otrzymujemy réwnanie kwadratowe
3¢°-11g+6=0.

To réwnanie ma dwa rozwigzania
2
q=3,g=—.
3

Jesli g=3,t0 a=5, b=9 1 ¢ =13 . Jezeli natomiast ng,to a:%, b=91 CZ%'

Schemat punktowania

I sposOb rozwigzania

Rozwiazanie, w ktorym post¢p jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego roZWiIgZania .........eeeccvvveeiccsisnnicsissnnnessssnsesssssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
Zdajacy uzalezni wartosci dwie sposrod liczb a, b, ¢ od trzeciej z liczb 1 od rdznicy r ciggu
arytmetycznego, np.: a=b—r i c=b+r

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Strona 12 z 37



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Rozwiazanie, w KtOrym postep jest IStOtNY .....ccoeevueeveerensnensncsncsnensncsesssessnesncssessncsaesnns 2p.
Zdajacy zapisze rownania wynikajace z wlasno$ci ciggu arytmetycznego i z wlasno$ci ciggu
geometrycznego, np.: a=b—r, c=b+r, b> =(a-2)-(2c+1)

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........c.coeeveeseccensnecnnnne 3p.
Zdajacy zapisze réwnanie z jedng niewiadoma, wynikajace z wiasnosci ciagu
geometrycznego, np.: 81=(7-r)(2r+19)
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie prawie Pelne ........cueioveiiviviinirerinnseicsssnncnssnncssnisssansssssnssssssesssssssssssssssssssnsses Sp.
Zdajacy obliczy liczby a, b, ¢ w jednym z mozliwych przypadkow.

Uwaga
Jesli zdajacy poprawnie rozwigze rdwnanie kwadratowe, to otrzymuje 4 punkty.

Rozwigzanie pelne ........ciiivviiivveiinisninsnniinsnicssencssencssssssssssessssssssssseses 6 p.
Zdajacy obliczy liczby w dwoch przypadkach spetniajgcych warunki zadania: a =5, b=9,

c=13 oraz azﬂ, b=9, c=§.
2 2

11 sposdb rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do PeINego rOZWIQZANIA .....cveieivueinirrinisninssnnicssnnisssnnssssnnsssssnesssssssssssssssssssssssssnsssssnssssssssss 1p.
. . . , , a+tc 2 . , .
Zdajacy zapisze jedno z rownan: =b, b>=(a—-2)-(2c+1) ina tym zakonczy lub dalej
popelnia biedy.
Rozwigzanie, w Ktorym postep jest iStOtNY ......cccccveeccrercsssencssercsssnnssssnsesssnsssssssssssssssssess 2p.
a+c_b
2

Zdajacy zapisze uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi, np.: a+b+c =27
b*=(a-2)-(2c+1)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........cccevueeevverecsnrcnnnes 3p.

Zdajacy zapisze rownanie kwadratowe z jedng niewiadomg, np.: —2¢” +31c+16 =81 ina tym
zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Rozwigzanie prawie Pelne ........iioviiiiviinisiinssencnssnncnssnncnsnicsssnicsssnesssssesssssssssssessssssssssees Sp.
Zdajacy obliczy liczby a, b, ¢ w jednym z mozliwych przypadkow.

Uwaga
Jesli zdajacy poprawnie rozwigze rownanie kwadratowe, to otrzymuje 4 punkty.
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ROZWIQZanie PeINe ........uoieeiiinveiiiiniiiiniinnniinsniinseiensnicssssicsssssssssssssssosssssssssssossssssssssssssns 6 p.

Zdajacy obliczy liczby w dwoch przypadkach spetniajgcych warunki zadania: a =5, =9,

c¢=13 oraz azﬂ, b=9, czé.
2 2

111 sposOb rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do PeINego rOZWIQZANIA .....ccceveriivniiiiniiisiiiiinicssnnicssnticssstecssstessssnessssesssssessssesssssssssssssssses 1p.

Zdajacy zapisze wszystkie wyrazy ciggu arytmetycznego w zaleznosci od jednej z liczb
i ilorazu ciggu geometrycznego, np.

-2)g* -1
a-2,b=(a-2)q, c:—(a )

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym postep jest iIStOtNY .....cccccevveerverciurcsseinsinssensssicsssnsssnesssssssnessssanes 2 p.

Zdajacy zapisze uklad rownan z dwiema niewiadomymi, np.:

-2)g* -1 2a+(a-2)q" -1
a+(a—2)q+%=27 i(a-2)g= a+(a 1 )4
1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .........c.eeeevveeeeccnecncnnnn. 3p.
Zdajacy zapisze roOwnanie kwadratowe z jedng niewiadoma, np.:
3(2+2¢+4")=51(-2+49—¢")
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
Rozwigzanie prawie Pelne .........oiiiiviiniviinivnininninssnnisssencssssnsssssnssssssssssssssssssssssssssssssses 5 p.

Zdajacy obliczy liczby a, b 1 ¢ wjednym z mozliwych przypadkow.

Uwaga

Jesli zdajacy poprawnie rozwigze roéwnanie kwadratowe, to otrzymuje 4 punkty.

ROZWIQZaNie PEINE .....ccuuueiriiivnniiiiisnricnissniicssssnniessssnnnicssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 6 p.
Zdajacy zapisze dwa zestawy liczb spetniajace warunki zadania: a=5, b=9 1 c=13

oraz azﬂ, b=91 C:E.
2 2

Uwagi

1. JgeZeli zdajacy myli wlasnosci ciggu arytmetycznego z wlasno$ciami ciagu
geometrycznego, to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy odgadnie jeden zestaw liczb a, b, c, takze ze sprawdzeniem warunkow
zadania, to otrzymuje 0 punktow.
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Zadanie 5. (0-3)

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy postuguje si¢ wzorami
skréconego mnozenia: (a = b)?, (a £ b)®, a* — b?, @® + b* oraz dodaje,
odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia wymierne (2.a, 2.1).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Przeksztalcamy nierownos$¢ rOwnowaznie:

x’y? —4xy+4+2x" —4xy+2y> >0,
(xy—2)2 -+—2(x2 —2xy+y2) >0,
(xy—2)2 +2(x—y)2 >0.
Poniewaz x#y, wigc (x-— y)2 >(. Zatem lewa strona tej nierOwno$ci jest sumg liczby
nieujemnej (xy — 2)2 oraz liczby dodatniej 2(x— y)2 , a wigc jest dodatnia.

To konczy dowod.

I spos6b
Zapiszmy nieré6wno$¢ x°y° +2x° +2y° —8xy+4 >0 w postaci rownowaznej
(y2 +2)x2 —8y-x+2y°+4>0.
Poniewaz »°+2>0 dla kazdej liczby rzeczywistej y, wiec mozemy potraktowaé te

nierowno$¢ jak nieréwnos$¢ kwadratowa z niewiadoma x i parametrem y (lub z niewiadomg y
i parametrem x). Wystarczy wiec wykazaé, ze wyrdéznik trojmianu kwadratowego

(y2 +2)x2 —8y-x+2y° +4 zmiennej x jest ujemny.
A=(-8y) —4-(y* +2)-(2)7 +4) =64y* -8(y* +2) =

=8(8y* ' —4)y* —4)=8(~y* +4)7 —4)=-8(y* -2)".
Dla kazdej liczby rzeczywistej y, takiej, ze y* # 2 wyrdznik jest ujemy. Gdy y*> =2, to
wowczas nierdwnosé x°y* +2x” +2y° —8xy+4 >0 ma postaé
4x* —82x+8>0 lub 4x* +8v2x+8>0
X =242x+2>0 lub x* +2v2x+2>0,

(x—\/z)z >0 lub (x+\/§)2 >0.

Poniewaz z zatozenia wynika, ze x # y, wiec x* #2, a to oznacza, ze kazda z otrzymanych

nier6wnosci jest prawdziwa.
To konczy dowdd.

1T sposéb
Rozpatrzmy nierdwnos$é x°y* +2x> +2y° —8xy+4 >0 w trzech przypadkach.

I. Gdy co najmniej jedna z liczb x, y jest rowna 0, np. gdy x=0. Wtedy nierownos¢
przyjmuje postaé

2" +4>0.
Ta nieré6wnos$¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej y.
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II. Gdy zadna z liczb x, y nie jest rowna 0 1 gdy xy <0. Wtedy po lewej stronie nieréwnosci
x*y? +2x* +2y* —8xy+4>0 wszystkie sktadniki sa dodatnie, wiec nieréwnos$¢ jest
prawdziwa.

1. Gdy zadna z liczb x, y nie jest rowna 0 i gdy xy>0. Wtedy, dzielac obie strony

nieréwnoséci x°y” +2x> +2y° —8xy+4 > 0 przez xy, otrzymujemy nierdwno$é rownowazng

w2ri2Y gt o,
yoox o xy
xy+i+2 R -8>0,

Xy y X

xy—4+i+2(£—2+1]>0,
% y x

(o))

2
) ) .. . X X ) X
Poniewaz z zatozenia x # y, wigc — #1, zatem — # 2 , CO 0znacza, ze \/: - \/Z >0.
y y X y X

2

. 2 . : o .

Stad 1 z tego, ze [«/ xy —J >0 wynika prawdziwos¢ otrzymanej nieroOwnosci.
Xy

To konczy dowod.

IV sposob
I. Gdy xy<0, to wtedy po lewej stronie nierownosci x*y* +2x° +2y> —=8xy+4>0 cztery

pierwsze sktadniki sa nieujemne, piaty jest dodatni, wigc nierownos$¢ jest prawdziwa.
II. Gdy xy >0, wtedy z nieréwnos$ci miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczng dla liczb
dodatnich x*y*, 2x*, 2)° i 4 otrzymujemy

Xy +2x7 +2)7 +4 Zi/xzyz 2x 2y 4 :{‘/16x4y4 = 2xy
4 b

skad
X' y*+2x7 +2y° +4>8xy.
Rowno$¢ miataby miejsce tylko wtedy, gdyby x°y* =2x> =2y° =4, a wigc gdyby x° = °,
co wobec nierownosci xy >0 oznaczatoby x =y, co jest sprzeczne z zalozeniem . Zatem
x’y? +2x7+2y> +4>8xy,
czyli
x*y?+2x7+2y* —8xy+4>0.
To konczy dowod.
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Schemat punktowania

I sposOb rozwiazania

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ceevveicivncccrercscnnnenes . 2p.

Zdajacy zapisze nierowno$¢ w postaci (xy—2)2 +2(x— y)2 >0 i na tym zakonczy lub dalej
popetnia btedy.

ROZWIgZanie Pelne ........ueiivviiiiiiiiniiicnniinninninssnncnsssncsssncssssisssssssssssssssssesssssossssssssssssssssse 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie, uwzgledniajace zalozenie, ze x # y .

11 sposOb rozwiazania

Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iStOtNY .....cccccevveeercercssnicssnnicssnncsssnnesssnessssncssssscssnsees 1p.
Zdajacy zapisze nieréwno$¢ w postaci ( Y+ 2) x> —8y-x+2y>+4>0 iobliczy wyréznik
trojmianu kwadratowego (y2 + 2)x2 —8y-x+2y*+4,np.: A=(-8y)’ —4-(y2 + 2) : (2y2 - 4)
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ceevveicivncccrercscnnnenes . 2p.
Zdajacy wuzasadni, ze wyr6znik A=—8( y2—2)2 jest niedodatni dla kazdej liczby

rzeczywistej y, ale nie rozpatrzy przypadku, gdy y° =2 ina tym zakonczy lub dalej popetnia
bledy.

ROZWIQZanie PeINe ......eciiovveriiiniinriiniisnricniinnniicsisnnicssssnnnecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnss 3p.

Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.

111 sposob rozwiazania

Rozwigzanie, w Ktorym postep jest iStOtNY ......cccccvceeccvercsssercssercssenssssesssssssssssssssssssssnsess 1p.

Zdajacy wykaze prawdziwo$¢ nierownosci w I 1 w II przypadku i na tym zakonczy lub dale;j
popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........ccoevueeevveriinvnncnnnes 2p.

X,y

J—8 >0 w przypadku, gdy xy >0
y X

Zdajacy zapisze nieréwno$¢ w postaci xy+—+2
Xy

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

ROZWIgZanie Pelne ........ouiiivviiiiiiiiniiiinnniinnsnninsnncnssnncsssicssssisssssessssssssssnesssssossssssssssssssssese 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

IV sposob rozwiazania

Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iStOtNY ......ccccevveeerveicssnicssnnicssnnesssnnesssnsssssncssssscsassees 1p.

Zdajacy wykaze prawdziwos¢ nierdwnosci x”y” +2x” +2y> —8xy+4 >0 w I przypadku i na
tym zakonczy lub dalej popelnia btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .........c..ceeeeveeeencneennnees 2p.

x’y?+2x7+2y* +4

Zdajacy uzasadni, ze gdy xy >0, to prawdziwa jest nieroOwnos¢ 2 >2xy
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Rozwigzanie pelne ......ceiicvvveeiiciisnricnssnnicssssnnnecsssnsncsssssssesssnnns weee 3P

Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.

Zadanie 6. (0-3)

7. Planimetria. Zdajacy stosuje wtasnosci figur podobnych

1 jednoktadnych w zadaniach, takze umieszczonych w kontekscie
praktycznym oraz znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich

z zastosowaniem twierdzenia sinusOw 1 twierdzenia cosinusow (R7.c,
R7.d).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Przykladowe rozwiazania

I sposob

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

NIheY

Pole trojkata ABC jest rowne

1 .
P =5a-c-sm,b’.

Pola trojkatéw ABE 1 CBE s3 rowne
B B

1 . 1 .
P :Ed-c-smz oraz P, :Ed-a-smz.

Suma pol trojkatéw ABE i CBE jest réwna polu trojkata ABC, zatem
B B

la-c-sinﬁzld-c-sin—+ld-a-sin—.
2 2 2 2 2
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Stad a-c-ZSinﬁcosﬁ=d-(a+c)-sin£
2 2 2
2ac-cos§=d-(a+c),
d= 2ac -cosﬁ.
a+c

To konczy dowod.

I spos6b

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

A
Z twierdzenia o dwusiecznej otrzymujemy
cEl _lc8l . v_a
— =1, czyli —==—.
|AE | |AB x c

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkatow ABE 1 CBE otrzymujemy

B B

x*=c’+d*-2cdcos= oraz y’ =a’ +d’ —2adcos3.

Zatem
a_2 Vv a’+d’ —2adcosg

¢ X c2+d2—2cdcosg

Stad otrzymujemy

2

a’c* +a*d*—2a’cd cosg =a’c* +c*d* -2ac*d cosg ,

a*d® —c*d* =2a’cd cosg—2aczd cosg ,
(a2 —cz)d = 2(a—c)accosg.

a’ (c2 +d*—2cd cosﬁ) =c’ (az +d*=2ad cosg),
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Gdy a =c, wowczas trojkat ABC jest rownoramienny, wigc trojkaty ABE 1 CBE sa

2
prostokatne 1 przystajace. Wtedy cos§=1, skad d =ccosg=2Lcosg= 2ac cosg.
c 2c a+c
Gdy za$ a#c,to (a—c)(a+c)#0,czyli a’ —c* 20, wige
2(a-c) B 2ac __j
d =———~accos’5=——cos’5 .
a’—c’ 2 a+c 2

To konczy dowod.

[T sposdb

Poprowadzmy wysokosci CG 1 EF trojkatow ABC 1 ABE. Poniewaz trojkat ABC jest
ostrokatny, wiec spodki F' 1 G tych wysokosci lezg na boku 4B trojkata ABC. Pozostate
oznaczenia przyjmijmy jak na rysunku.

a
B
2
A B
Z twierdzenia o dwusiecznej otrzymujemy
CE| |CB
—| | =—| |, czyli -2
|AE | |AB X c
Z trojkatéw BEF 1 BCG otrzymujemy
P sinﬁ oraz L sin 3.
d 2 a
Stad
B

pzdsinE oraz h=asin 3.

Tréjkaty AFE 1 AGC sg podobne, gdyz oba sg prostokatne 1 majg wspolny kat ostry przy
wierzcholku 4. Zatem
|EF| _|cq|

|4E| |4aC

,czyli£= .
X x+y

Strona 20 z 37



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Stad i z poprzednio otrzymanych réwnosci otrzymujemy kolejno

. B
d smz _asinB
X x+y
V; a-ZSinécosé
dsinZ = 22
2 1+2
X
2a-cos£ 2ac-cos£
d= 2 _ 2
1+ a a+tc
c
To konczy dowod.
Schemat punktowania
I sposob rozwigzania
Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iStOtNY ....ccccccevvereiseicssnnisssancsssnncsssnncssansssssssssnsssssnsess 1p.
Zdajacy
e zapisze pola kazdego z trojkatow ABC, ABE 1 CBE w zaleznosci od dtugosci a, ¢, d 1 kata
1 . 1 . B 1 . B
B Py =Ea-c-smﬁ, Py =Ed-c-sm?, Py =5d-a-s1n5
albo
e zapisze, ze pole trojkata ABC jest sumg pol trojkatow ABE i CBE oraz zapisze jedno

B B

, 1 . 1 . 1 :
z tych pol: P, :Ea-c-smﬂ lub P, :Ed-c-smz lub P, :Ed-a-smz
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........coeevveeccueenernnnnen. 2 p.

Zdajacy zapisze zalezno$¢ migdzy polem trojkata ABC 1 polami trojkatow ABE 1 CBE
w postaci, w ktorej wystepuja jedynie wielkosci a, ¢, di f, np.:

1 ) . .
—a-c-sm[ﬁ’zld-c-sm£+ld-a-sm£
2 2 2 2 2

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

ROZWIazanie Pelne .......ioeenveenneennennsnensnenssnensenssnessenssncsssessssssssesssncnne 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.
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11 sposOb rozwiazania

Rozwigzanie, w Ktorym postep jest iStOtNY ......cccveeccrercsssercssercssnsssssnsssssssssssssssssssssssssses 1p.

Zdajacy zapisze zalezno$ci migdzy wielkosciami x, y, d, a i ¢ oraz katem [ :

y B

r-2, x2=c2+d2—2cdcos£, y'=a*+d’ —2ad cos =
X c 2 2

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .........c.eeeeevueeeccneiccnnnn. 2p.

. ' . a4 a2+d2—2adcosg
Zdajacy zapisze rownanie, np.: — =

c cz+d2—2cdcosg

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

ROZWIGZanie PeINe .......uueivvuiiiiuiinisniininiinsnninseicsseicssnicsssnissssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga
Jezeli zdajacy nie rozwazy sytuacji gdy a = ¢, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

111 sposob rozwiazania

Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iStOtNY .....ccccveeerverecssercssnncsssncssnnicssnsrcssssscssssesssssesses 1p.

Zdajacy zapisze
e zalezno$¢ migdzy wielko$ciami x, y, a 1 ¢ oraz zaleznosci migdzy wielko$ciami p, i a

a : h .
oraz katem f3: Z=—, £:smﬁ, —=sinf
x ¢ d 2 a
albo
e zalezno$¢ miedzy wielkosciami x, y, a 1 ¢ oraz zalezno$ci migdzy wielko$ciami

p, h,x 1y oraz katem £ : XZE,EZ h
X ¢ x x+y

albo
e zalezno$¢ miedzy wielkoSciami p, h i a oraz katem [ oraz zalezno$¢ miedzy

) L. ) ) h . a
wielkosciami x, y, aic: P _ smﬁ , —=sinf3, L_42 )
2 a X ¢
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .........c.eeeevvueiecvnecccnnnn. 2p.

Zdajacy zapisze wystarczajaca liczbe zaleznosci miedzy wielko$ciami x, y, a, ¢, p 1 h oraz
katem [, pozwalajagcg wyznaczy¢ d w zalezno$ci od wielko$ci a, ¢ i kata S, np.:

B
y a dsmz _asinf
x ¢ x x+y
ROZWIGZanie PeINe ........ueivvuiiviviinisniinieiininninsencssencssnicsssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.
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Zadanie 7. (0—4)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
III. Modelowanie 1 kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbg
matematyczne. permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektow

w sytuacjach kombinatorycznych (R10).

Przykladowe rozwiazanie

6
Wybieramy miejsce dla dziewiatek. Jest (2} =15 takich miejsc.

Széstka moze wystgpi¢ na jednym z pozostatych 4 miejsc.

Na pozostatych trzech miejscach majg wystapi¢ trzy cyfry, ktorych suma ma by¢
rowna30-2-9-6=6.

Mamy nastgpujace mozliwosci:
1, 2, 3 i na trzech miejscach te cyfry mozemy ustawi¢ na 3!=6 sposobow,

3)1
1, 1, 4 1 na trzech miejscach te cyfry mozemy ustawi¢ na {2]{1] = 3 sposoby,

3
2, 2, 2 1 na trzech miejscach te cyfry mozemy ustawi¢ na {3] =1 sposob.

Lacznie, pozostate trzy cyfry na pozostatych trzech miejscach, mozemy ustawi¢ na 10
Sposobow.

Stosujac regute mnozenia zapisujemy, ze liczba liczb opisanych w tresci zadania jest rbwna
15-4-10=600.

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
PEINEZO FOZWIAZANIA ..ccoceeuneriiinisnnriinissnnricsssnsicsssssssessssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.
Zdajacy

e obliczy liczbe miejsc, na ktérych moga znajdowac si¢ dziewiatki

albo

e obliczy liczbg miejsc, na ktorych moze znajdowac si¢ szdstka

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ...cccceervvercssercssanisssanssssnnsssnsessanssssssssssssssssnsses 2 p.
Zdajacy obliczy liczbe miejsc, na ktorych moga znajdowac si¢ dziewiatki i szostka, albo
obliczy na ile sposoboéw mozna ustawi¢ pozostate trzy cyfry na trzech miejscach, ktore
pozostaty.

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........cceevuviceverencnrcccnnes 3p.
Zdajacy obliczy liczbe miejsc, na ktérych moga znajdowaé si¢ dziewiatki i szostka i na ile
sposobOdw mozna ustawi¢ pozostate trzy cyfry na trzech miejscach, ktore pozostaty i na tym
zakonczy lub dalej popetnia btedy.
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ROZWIQZanie PeINe ........uoieeiiinveiiiiniiiiniinnniinsniinseiensnicssssicsssssssssssssssosssssssssssossssssssssssssns 4 p.
Zdajacy zastosuje regute mnozenia i obliczy, ze liczba liczb opisanych w tresci zadania jest
réwna 600.

Uwaga
Zdajacy moze oblicza¢ liczby miejsc dla dziewiatek i szostki w sposob nastepujacy:

6 5
( ]-4:60 albo 6-( J:60.
2 2

Zadanie 8. (0-3)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa

1 kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wlasno$ci
prawdopodobienstwa 1 stosuje twierdzenie znane jako klasyczna
definicja prawdopodobienstwa do obliczania prawdopodobienstw
zdarzen (10.d).

II1. Modelowanie
matematyczne.

Przykladowe rozwiazanie

Rysujemy drzewo odzwierciedlajace etapy doswiadczenia.

| W

o
YN
§
| i

vs)
@)
oo}
@)

Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 (wylosowanie kuli biatej z drugiego pudetka) jest wiec
rowne
437

pla)=2.2.31 _
56 56 30 30 30

Schemat punktowania
Rozwigzanie, w Ktorym postep Jest IStOtNY .....ccccceveerveiiininsseinsninssenssninssensssscsssssssncsssssssessasens 1p.

Zdajacy narysuje drzewo wraz z opisem prawdopodobienstw na pierwszym etapie
doswiadczenia i na tym zakonczy lub dalej popelnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........coeeevueineccncnnnens . 2p.
Zdajacy narysuje drzewo wraz z opisem prawdopodobienstw na wszystkich istotnych
galeziach i na tym zakonczy lub dalej popelnia biedy.
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Rozwigzanie pelne ........coiiovvriivverinssnininnninseicssnicsssicssssesssssssssssssssnes 3p.

Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej z drugiego pudetka: %

Uwaga

Jesli zdajacy rozwigze zadanie do konca i otrzyma P(A4)>1 lub P(A)<0, to za cale
rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 9. (0-6)

7. Planimetria. Zdajacy stosuje wiasnosci figur podobnych
1 jednoktadnych w zadaniach, takze umieszczonych w kontekscie
praktycznym (R7.c).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Przykladowe rozwigzania

I sposob C

A E B

Oznaczmy przez S Srodek okregu wpisanego w trojkat, wysokos¢ |CE | =36 oraz promien
okrggu wpisanego |ES| = |DS| =10.

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dtugos$¢ odcinka DC: |DC | = \/|CS |2 — |DS |2 =24.
Trojkaty AEC 1 SDC sa podobne. Obydwa sa prostokatne i majg jeden kat wspdlny.

Otrzymujemy roéwnanie ﬁz% Stad |AE| =15. Z twierdzenia o odcinkach stycznych
wiemy, ze |AD|=|AE|:15. Dhugosci bokow tego trojkata s3 zatem rowne: |AB|=30,

4c]=

BC|=39.

Nastepnie obliczmy pole trojkata. P = % |AB| . |CE| = % 30-36=540.
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Promien okregu opisanego na trojkacie obliczymy korzystajac ze wzoru
|48 |pclc]

4.R
p=203939 .1
4.540 8
I sposo6b C
D B
S
B
A E B

Oznaczmy przez S $rodek okregu wpisanego w trojkat, wysokos¢ |CE| =36 oraz promien
okregu wpisanego |ES| = |DS| =10. Niech |<):CSD| = |<CAE| =p.
Trojkaty AEC 1 SDC sa podobne. Obydwa sa prostokatne i majg jeden kat wspolny.

Obliczamy diugo$¢ odcinka CS: |CS|=|CE|-|SE|=26.

2
10 5 . 5 12
Obliczamy cos f=—=—,wtedy smf=,/1-| — | =—.
Y p 26 13 y sinfj (13j 13

CE
Obliczamy dtugos$¢ ramienia trojkata rownoramiennego ABC: sin = % , stad |AC | =39.

|4

C
Z twierdzenia sinuséw —/J|' =2R, gdzie R oznacza promien okrggu opisanego na trojkacie:
sin
2R :£:ﬂ=42l, zatem R =211.
1212 4 8
13
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1T sposéb C

Niech |4B|=a,

AC|=|BC|=b.
. . 1 ab’
Zapisujemy pole trojkata na trzy sposoby: 3 a-36= IR =10p.
) 1 1
Poniewaz p =5(a+2b) ,stad p =Ea+b .

1
Otrzymujemy réwnanie %-a -36= 10[%a +bj ,stad b =£a .

2
Zapisujemy twierdzenie Pitagorasa dla trojkata AEC: (%aj +36%> =b*, stad a=30.

Zatem b=£-30=39.
10

30-39°

Poniewaz %-30 36 = , stad otrzymujemy R = 21%.
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Schemat punktowania

I sposOb rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania 1p.

Zdajacy obliczy dlugos¢ odcinka [DC|=24.

Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iStOtNY ......cccveeervercsssercsssnncssnncsssnssssssssssssssssssssssssssses 2p.
. . , . . ., s ) 36 24

Zdajacy zapisze rownanie wynikajace z podobienstwa trojkatow AEC 1 SDC: @ = 0

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .........coeeevvueicevnncccrnnennns 4 p.

Zdajacy obliczy dlugosci bokow trojkata [AB|=30, |4C|=|BC|=39.

Uwaga
Jezeli zdajacy obliczy jedynie dtugos$¢ podstawy trojkata: |AB| =30 albo jedynie dlugos¢

ramienia trojkata: |AC | = |BC | =39, to otrzymuje 3 punkty.

Rozwigzanie prawie Pelne .........cceiiiinivveniiniisnniicnsssniicssssnnncssssssnecsssssssesssssssssssssssssssssssss 5p.
Zdajacy obliczy pole trojkata: P =540.

ROZWIQZanie PeINe .......uueieouiiiiuiiiiniininiinnnicnseisssencssnicsssnsssssnssssssssssssssssssssssssssasssssassssses 6 p.

Zdajacy obliczy promien okregu: R = 21%.
Uwaga

Jezeli zdajacy obliczy promien okrggu: R = 21% i nie obliczy dlugos$ci ramienia trojkata:

|AC | = |BC | =39, to otrzymuje co najwyzej S punktow.
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11 sposdb rozwiazania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania Zadania...........eceeceeeiiveiinisenininnnessnicsssicssssicssssicssssssssssssssssssssssses 1p.

Zdajacy obliczy cos f: cos = El

13
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ...ccccceeervercssnrcssnisssanesssanessnressasssssssssssnsssssnsses 2 p.
Zdajacy obliczy cos S i sinB: cos f= % isinf= %
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........ceeveievueeneincncnnnens 4 p.
. . e . .. lac]
Zdajacy obliczy dtugos¢ ramienia trojkata ABC: |AC | = |BC | =39 i zauwazy, ze — 7 =2R.
sin
Uwaga
. lac
Jezeli zdajacy jedynie zauwazy, ze ——— = 2R albo jedynie obliczy dlugo$¢ ramienia
sin
trojkata: |AC| = |BC| =39, to otrzymuje 3 punkty.
Rozwigzanie prawie Pelne .......iiiiiiiiiiiiiinniiiniiiinsiinnnnicnsnninnsseccsnsnesssecsssssssssssessssssnes 5p.
Zdajacy zastosuje twierdzenie sinuséw 1 zapisze, ze u =2R.
sin
ROZWIGZanie PEINE ......uoiouiiiiviiiiiiiiniininnininiinnniissnicsssicssssicssssesssssesssssessssnossssssssssssssssssssns 6 p.

Zdajacy obliczy promien okregu: R = 21%.
Uwaga
Jezeli zdajacy obliczy promien okregu: R = 21% i nie obliczy dlugosci podstawy trojkata:

|AB| = 30 to otrzymuje co najwyzej S punktow.
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Zadanie 10. (0—6)

9. Stereometria. Zdajacy wyznacza przekroje wieloscianow
ptaszczyzng oraz wyznacza zwigzki miarowe w wielo$cianach
1 brytach obrotowych z zastosowaniem trygonometrii (R9.a, 9.b).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Przykladowe rozwigzania

I sposob

Sporzadzamy rysunek pomocniczy, wprowadzajac oznaczenia i zaznaczajac odpowiednie
katy.

D
¥ =
C ~ I3
X av3
] 2a
av 3
I
e
/ T/ 3\J F
A a B

Poniewaz trojkat ABC jest trojkatem pigknym, przyjmijmy, ze dtugosci jego bokow sg rowne
a, 2a, a\/g .

Stosujac twierdzenie cosinuséw do trojkata BDC otrzymujemy y* =x° +4a’ — ax /6 .
Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkatoéw CED 1 BDE otrzymujemy:

x? +4a® —axJ6 =a® +2°

x? +3a? —axy/6 =x* —3a’ a>0

x=av6

Zatem w trojkacie BFD mamy

o3 2

ax/g_2

T
Stad oo =—
¢ 4

sino =

Kat miedzy przekatnymi $cian bocznych prostopadloscianu jest rowny % .
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II spos6b
Sporzadzamy rysunek pomocniczy, wprowadzajac oznaczenia i zaznaczajac odpowiednie

katy.

D
V =
C ~ 7
X a3
av'3
o
F
A

Poniewaz trojkat ABC jest trojkatem pigknym, przyjmijmy, ze dtugosci jego bokow sg rowne

a, 2a, a\/g.

Zapisujemy dtugosci bokow x 1z trojkata BFD w zalezno$ci od szukanego kata o :
a3 . a3

X=— iz=
sinx tga

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CED otrzymujemy

dlaa>01ia#0

2 2 2
yi=a +z
2

2 2
y o=a + 2
Zapisujemy twierdzenie cosinusow dla trojkata BDC:
y> =4a’ +x*> —4axcos
Po dokonaniu podstawien za x 1 y otrzymujemy réwnanie postaci:

3a’ 3a°  a’+/18
a’+ > =4a” +— =
g o sm°-«a smo

a po przeksztatceniach rownanie trygonometryczne:
2sin® @ —+/2sinar =0

. ( ﬁ)
SIn & sma—T =0

Rozwigzujemy alternatywe rownan

NG

sinO(:T lub sina =0
o= % lub o =0 nie spelnia warunkow zdania

Zatem kat miedzy przekatnymi $cian bocznych prostopadlo$cianu ma miarg %
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Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ceceeueriirreresssrrcssssresssnesssssosssssosssssossssssssssesssssssssssesssssosssssosssssossnssossssssssssssssssssssssssssns 1p.

Zdajacy sporzadzi rysunek i zaznaczy odpowiednie katy %, o, B ina tym zakonczy lub

dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w KtOorym postep jest iStOtNY .....ccccveecrsercssercssnncsssnsssssnssssanssssasssssssssssasssssaseses 2p.
Zdajacy zapisze dlugosci bokow trojkata ABC za pomoca jednej zmiennej, np.: a, 2a, a3
1 na tym zakonczy lub dalej popelnia btedy.

Pokonanie zasadnicZych trudnoSCi ....eiceeiccciiciiiicisinnisnnicssnnicssnnissssnessssncssssnessssnesssssssssssssanes 4 p.

Zdajacy

e zapisze roOwnanie z niewiadomymi a i x, prowadzace do rozwigzania zadania, np.:
x* +3a’ —ax\/gzxz -3q?

albo

e zapisze rOwnanie z niewiadomymi a i «, prowadzacego do rozwigzania zadania, np.:
a’+ 332 =4q* + ‘36122 —az,\/ﬁ

g o sm - smo
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........ccceveivvuinniiiieicseissncnsenssencsecsnnens 5p.
Zdajacy popelni btad rachunkowy na etapie przeksztalcen rownan i1 konsekwentnie
do popelnionego btedu rozwigze zadanie do konca.

ROZWIQZANie PEINE ...cuuuiiinniiiiiiiiiiitiinttinitinniinnticnnticsssicssssicsssssssssnssssssesssssesssssessssseses 6 p.

Zdajacy wyznaczy miar¢ kata o : o = % .

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze roéwnanie z niewiadomymi a 1 x albo z niewiadomymi a 1 &, z bledami
rachunkowymi i na tym poprzestanie, to otrzymuje 3 punkty.
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Zadanie 11. (0-5)

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy postuguje
sie rownaniem okregu (x — a)*+ (y — b)> = 1%, wyznacza
wspoétrzedne Srodka odcinka, rozwigzuje zadania dotyczace
wzajemnego potozenia prostej i okrggu, oraz dwoch okregdéw na

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

plaszczyznie kartezjanskiej (8.g, 8.f, R8.b).

Przykladowe rozwigzania

I sposéb
Srodek S szukanego okregu jest punktem przecigcia prostej x—3y+1=0 oraz symetralnej

odcinka 4B.
Wyznaczmy wspolrzedne $rodka D odcina AB: D = (_5; 0 , ﬂ) = (_—5 2) .

2 272
Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty 4 i B:
g = 6-3_3
P0+5 5

Z warunku prostopadtosci prostych wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy symetralnej

odcinka AB: a=—§. Wyznaczamy roéwnanie symetralnej odcinka AB: y=—§x+b.

Przechodzi ona przez punkt D= (—%, %j , stad otrzymujemy % = —% . (—%j +b. Zatem
1 . . 5 1
b= 3 Wobec tego symetralng odcinka AB jest prosta y = —Ex + 3
x=3y+1=0
Obliczamy wspolrzgdne punktu S, rozwiazujac uktad rownan 5 1 Srodkiem
y=—=—x+—.
3 3

okregu jest S = (O, %}

2
Wyznaczamy promien okrggu r obliczajac np.: |AS | =[5+ (gj _17

T
] . . 17
1 promlemu r = ? .

W | =

Wyznaczamy réwnanie okregu o $rodku w punkcie S =(0,

, ( 1)2 289
X+ y—g =—.
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I spos6b
Srodkiem okregu jest punkt S, ktory lezy na prostej x—3y+1=0. Zatem S =(3y -1, y).
Poniewaz |AS|2 = |BS
Rozwigzujemy zatem uktad rownan

10x+6y=21x-3y=-1,
otrzymujac wspoétrzedne punktu S

5= (o, l] |
3

Nastepnie obliczamy kwadrat dlugosci promienia |SB|2 =7’

, [17]2 289
ro={—| =—7.
3 9

* wiec mozemy zapisaé rownanie (x+5)2 +(y —3)2 =x"+(y— 6)2.

2
. o .. 1 289
Zatem rownanie okregu o $rodku w punkcie S i promieniu 7 ma postaé x* + ( y _Ej = e

1 sposdb
Przyjmijmy, ze punkt S =(a,b) jest érodkiem szukanego okregu. Poniewaz punkt ten lezy

naprostej x—3y+1=0, wigc jego wspoOlrzedne speiniaja réwnanie tej prostej. Stad
a-3b+1=0.

Okrag przechodzi przez punkty 4 =(-5,3) i B=(0, 6), zatem
5

{(- —a) +(3-b) =1
(—a)2 +(6—b)2 =r%

Stad otrzymujemy zalezno$¢ miedzy a1 b: Sa+3b—-1=0.
Z uktadu réwnan

a-3b+1=0
5a+3b-1=0

obliczamy wspoéirzedne srodka okrggu S = (0, %j Wyznaczone wspotrzedne podstawiamy

do jednego z rownan ukladu z niewiadomg r 1 obliczamy kwadrat promienia okregu:
289
5

r

2
: 1 289
Zatem szukane rownanie okregu ma postaé: x° + ( y —gj = s
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Schematy punktowania

I sposOb rozwiazania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
PEINEZO FOZWIAZANIA ..cccouueiiirnriirnriiriniinsntinssncssssicssssisssssssssssssssssessssssssssosssssossssosssssssssssssssses 1p.
Zdajacy

e wyznaczy wspotrzedne Srodka odcinka AB: D = (—%, 2)
albo

e wyznaczy wspotczynnik kierunkowy prostej zawierajacej odcinek 4B: a =%

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iStOtNY ...ccccccceveicireicssnrcsssnrcsssnncssnscsssnssssssssssnsssssassssases 2p.
Zdajacy zapisze rownanie symetralnej odcinka AB: y = —%x +% 1 na tym zakonczy lub

dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnoSci .......ccovveecceeicscercssnnicssnnscssnncssnnesnes .3p.
Zdajacy wyznaczy wspolrzedne punktu S: S = (0, %) 1 na tym zakonczy lub dalej popetnia
bledy.

Rozwigzanie prawie Pelne ........iiciieiveiinsniiininniinsincnsnicnsnicsssnissssnissssnssssnessssssssssssssssssssses 4 p.

Wyznaczy promien okregu (lub kwadrat promienia okregu): r = 1?7 1 na tym zakonczy lub

dalej popetnia btedy.

ROZWigzanie Pelne ........ccoveriiiivvnricnisnnniicsssnnicssssnnnecsssnsscsssssssssssssssssssnnans .S5p.

2
Zdajacy wyznaczy rownanie okregu: x” + ( y ——J = 289 .
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11 sposOb rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
PeINEZO FOZWIGZANIA ...cuuuverririinnnriciissnniicsissnriessssssrnesssssssessssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
Zdajacy
e  zapisze wspolrzgdne punktu S w zalezno$ci od jednej zmiennej, np.: S =(3y -1, y)
albo
e  zapisze rOwnos¢ |AS |2 = |BS |2 lub rownowazne rdwnanie

(x+5)2 +(y—3)2 =x +(y—6)2
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.
Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iStOtNY .....ccccveeecrsercssercssnrcssrnscsssnssssansssasssssssssssasssssaseses 2p.
Zdajacy zapisze uktad rownan

10x+6y=21x-3y=-1

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....ecceeienveicivnicisnrinssnnicssnnisssnnsssssnesssnessssncssssncsssssssssesnns 3p.
Zdajacy wyznaczy wspotrzedne punktu S:

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
Rozwigzanie prawie Pelne .........iioviiiiviinnniinnniinnnninnsnninsssncsssiesssicssssnosssssssssssssssssssssssses 4 p.
Wyznaczy kwadrat promienia okregu (lub promien okregu): > = %

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

ROZWIGZANIE PEINE .ucceeveririiiniiiniinierinnniinsnnissnicssnicssssssssssissssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssoses 5 p.

2
Zdajacy wyznaczy rownanie okregu: x° + ( y ——j = 289 .

111 sposob rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMEA ceeevueeiesrerecssnnessssnesssanessssnesssseessssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssesssssssssssssssssssssassssss 1p.
Zdajacy

(=5-a) +(3-b) =+

e zapisze uklad rownan: ) )
(—a) +(6-b) =71

albo

e zauwazy, ze wspolrzedne srodka okregu spetniajg rownanie: a —3b+1=0
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
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Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iStOtNY ....ccccccevvvreiveecssnricssnncssssncssnncssnsncssssscssssesssssessasses 2p.
(=5—a)’ +(3-b) =1
(=a) +(6-b) =12
srodka okregu spetniajg rownanie a —3b+1=0

Zdajacy zapisze uklad réwnan: { 1 zauwazy, ze wspotrzedne

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnoSci .......cooeeenccercscencssnnicssnnccssnncssnnenes 3p.
Zdajacy wyznaczy wspotrzedne punktu S: S = (0, %j 1 na tym zakonczy lub dalej popetnia

btedy.

Rozwigzanie prawie Pelne ........ciivvviiiieiiinveicnsseinnssnicnsnicssnissssnsssssnssssssssssssssssssssssssssasssssases 4 p.

Wyznaczy promien okregu (lub kwadrat promienia okregu): » = 1?7 1 na tym zakonczy lub

dalej popeinia btedy.

RozZwigzanie pelne .......iiuiiiieiiiiiiiissiinssniininiinsnicssnncnsnencsssessssnessnsnes 5p.

1) 289
Zdajacy wyznaczy réwnanie okregu: x” + ( y —gJ = ry

Uwaga
Jezeli zdajacy oblicza wspotrzedne punktu P przecigcia danej prostej z osig Oy, oblicza
odlegtos¢ PB, zapisuje rownanie okregu i na tym poprzestaje, to otrzymuje 0 punktow.
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