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Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi meryiorvezaie poprawne i spelniajgce warunki
zadania.

Zadanie 1. (0—5)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajgey wykorzystuje pojecie wartoser
bezwzglednej 1 je) inlerpretacie geomeltrye:ma (1.1).

. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy adezytuje z wykresu funkeji: dziedzine

i tworzenie informaciji. 1 zbidr warto$ci, miejsca zerowe, maksymalne przedziaty,
w ktdrych funkcja rodnic, maleje, ma staly znak (4.b). Zdajacy
sporzagdza wykres funkcji spelniajgcej) podane warunki (4.¢).

Schemat punktowania

Rozwiazanie pelne " " " " . . . Sp.

Zdajacy zapisze poprawnie zbior wartodci funkcji: (0, +oo}.

Rozwigzanie prawie pelne ...... 4 p.

Zdajacy zapisze poprawnic wzor funkejl bez uzyeia symbolu wartosct bezwzgledne] oraz
narysuje wykres funkciji f.

Pokonanie zasadniczych trudnoéci zadania ., 3p.
Zdajacy
s zapisze poprawnic wzor funkcji bez uzycia symbolu wartodci bezwzgledne] we
wszystkich trzech rozpatrywanych przedziatach

albo
s zapisze poprawnie wzor funkcji bez uzycia symbolu wartosci bezwzgledne] w trzech
x—120 x—-1<0 [x-1<0
przypadkach: , .
x+2>0 [x+2>0" |[x+2<0
I na tym zakonczy lub dalej popeinia blgdy.

Rozwiazanic, w ktérym jest istotny postep ... 2p.
Zdajacy
® zapisze poprawnie wzor funkeji bez uzycia symbolu wartoéci bezwzglednej w dwéch
sposrdd trzech rozpatrywanych przedzialow

albo
e rzapisze poprawnic wzdr funkeji bez uzycia symbolu wartodcl bezwzglednej w dwdch
J'x—l =0 jx—l <0 jx—1<0
[x+2>0 " [x+2>0" [x+2<0
i na tym zakoniczy lub dalej popetnia bledy.

spoérod trzech przypadkéow:
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Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania zadania ...... . . . 1p.
Zdajacy
s poprawnie wyznaczy trzy przedzialy, w ktorych rozpatruje wzér funkcji i (—ee, —2) ,
(2,1, {1,+eo).
albo

. . . . o dx=120  |[x=120
& zapiszc cztery przypadki, w ktdrych rozpatrujc wzor funkcji /2 . ,
x+2>0 |x+2<0
[xr-1<0 [x-1<0
lx+2>0" |x+2<0

1 na tym zakonczy lub dalcj popelnia blcdy.

Przykladowe rozwigzanie
Wzor funke)i f mozemy zapisac bez uzycia symbolu wartosci bezwzgledngg.

(x+2
I)Dla x<-2 otrzymujemy f(x)= (x - )—x+3(—x+l)=—l—x—3x+3=—4x+2.
X+

2)Dla -2 < x <1 otrzymujemy f (x}= al

+§—x.+3(—x+l)=1—x—3x+3=—4x+4.

3) Dla x21 otrzymujemy f (x) = x+2
x+2

=x+3x=-1)=1=-x+3x-3=2x-2.

Zalem
—dx+2 dla xe&(—oo; -2}
f(x)=<—-4x+4 dla xe(-21)
2x-2 dla xe (1;+oo).

Mozemy narvsowa¢ wykres funkeji /.

Zbiorem wartosci funkcji fjest przedziat (0, +oo).
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Zadanie 2. (0-3)

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy dodaje, odejmuje, mnozy
1 dzieli wyrazenia wymiemne; skraca i rozszetza wyrazenia
wymieme (2.1).

V. Rozumowanic
1 argumentacja.

Schemat punktowania

Rozwiazanie pelne . 3.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ., w 2P,
Zdajacy
. zapisze nierdwnos$c w postaci rownowazne;:
2
(Jc—y) + a(y —.!c)

>0 lub (x—y]2+a(y—x)>0,lub (x—y)g}a(x—y]

x(y+a)
albo
. . . .y . Xt+a vy+a .
e zapisze, Ze wystarczy wykazaé prawdziwo$§¢ nierdwnodei MEALSN . wykazujac
y+a x+a
.Y _yta
wczesnigj prawdziwosE nierdwnosel = > ——,
x xta

albo
» zapiszc, z¢ f(a)>0 dla kazdcgo «=(, a ponadto zbada monotonicznosé funkcji
1 stwierdzl, ze funkeja f jest rosnaca,
albo

+ ]
xre S, okreslongj dla @ # —y jest hiperbola,
y+a x

ktore] asymptotg pozioma jest, w ukladzic wspolrzcdnych aOb, prosta o réwnaniu

e 7apisze, 7e wykresem funkcji f(a) =

p=2—1 , natomiast asymptots pionowg jest prosta o rOwnaniu ¢ =—y oraz zapisze, z¢
X

w przedziale <O,+oo) funkcja f jest rosngea.

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep .... “ . “ we 1P
Zdajacy
. zapisze nicréwnosé w postaci rownowaznej;
X2 tax+ v +ay—2xy—2ax
x(y+a)
X =2xy+yHa(x—y)

>0 b x* +ax+v" +ay—2xy—2ax >0, ub

albo
. wykaze, ze dla dowolnych liczb 0 < x< y i @ >0 prawdziwa jest nieréwnosc
Y yta ’
X Xx+ta
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albo

X+

a v . v—X
+=-2: j’(a) =—
+a x

(y+a)

e wyznaczy pochodng funkcji f(a)=
},‘
albo

-+ e
xrd X oy okreslonej dla a = —y jest
X

e  zapisze, ze wykresem funkcji f(a)= n
yrd

hiperbola , ktore) asymptoty poziomg jest, w ukladzie wspélrzednych aOb, prosta

o réwnaniu b==2 1, natomiast asymptotg pionowsa jest prosta o réwnaniu g =-—y.
X

Uwaga
Jezeli zdajacy prowadzi do konca rozumowanie opisane w zamieszczonym ponizej I1I sposobie
y _ y+ta

rozwigzania, pomijajac uzasadnienie prawdziwosci merownosel = > N
X x+a

, Lo moZe otrzymac

co najwyzej 2 punkty.
Przykladowe rozwigzania

[ sposob
Nicréwnos¢ mozemy przeksztalci¢ w sposdb rownowazny
X+a v

+=—-2>0,
y+a x
x(x+a)+y(y+a)-2x(y+a)
x(y+a)
x*+ax+y +ay-2xy-2ax
x(y+a,)
(x-3) +a(y-x)
x(y+a)

>0

?

>0,

>0,

Z zatozenia y>0, x>0 1ia>0.Zatem yv+a>0 1 x>0, co oznacza, Ze mianownik utamka
stojgccgo po lewej strony otrzymancj nicrownosei jest dodatni. Kwadrat (x- y)2 jest
nieujemny, a 7 zatozenia x< ywynika, 7ze y—x>0, wigc a(y—x)>0. Stad licznik

rozwazanego ulamka jest dodatn. W rezultacie otrzymana nierdwnos$é jest prawdziwa.
To konczy dowod.

11 sposab

Z zatozenia wynika, ze p >0, x>0 1 a>0. Zatem y+q >0 . Mnozic obie strony mierdwnosei
xt+a v . ; .

+= > 2 przez liczbe dodatnig (¥ +a)x , otrzymujemy

y+a x

x(x+a)+y(y+a)>2x(y+a),
X’ +ax+y +av-2xv-2ax >0,
(x—3) +a{y-x)>0.
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Ta nieréwnos¢ jest prawdziwa, gdyz (x—y)2 >0 oraz a(y-x)>0, bo z zalozenia x < y

i a>0.To konczy dowdd.

111 sposob
Wykazemy najpierw, 7e jezeh licznik 1 mianownik utamka wigkszego od | zwigkszymy o te

samg liczb¢ dodatnig, to otrzymamy ulamek mmiejszy od wyjsciowego, gdyz przy zatozeniu,

.y . L . a _y . , L .
ze liczby x, y 1 a sa dodainie, nierdwnosc rre jest réwnowazna kolejno nierdwnosciom
X+a X

x(y+a)<y(x+a),
Xxy+xa<xy+tya,

xa < ya,
x<y
]<—’,
x
co jest prawdg.
+a . x+a y_x+a y+a .
Zatem L2 , Wige +25 + = >2, gdyz suma liczby dodatnigy 1 jej
X x+a y+a x y+a x+a

odwrotnosci jest co najmnic) rowna 2. Ta rownosé zachodzi wtedy 1 tylko wiedy, gdy tg liczba

. . . +
jest 1, co w naszym przypadku nie zachodzi, bo réwnosé Y70 oznaczataby, ze x =y, co

x+a
jest sprzeczne 7 zatozeniem x < v .

IV sposdb

Niech f(a)= 2 dlaa=20

+ 2
v+a x
L(y+a)-L(x+a)  y-x
raf  (r+a)

Obliczamy f'(a)= -, zatem f’(a)> 0 dla kazdego 20, wige

1 jest funkejg rosnacy. Wobec tego jesli a >0, to f(a)> f(0) = *i¥ 30 , bo suma liczby
y ox

dodatniej 1 j&j odwrotnosel jest rdwna co najmnigj 2.

Uwagi
T .. xt+a v+a . . ‘s . .
1. Prawdziwo$¢ nieréwnosci + > 2 mozna tez uzasadni¢, odwohijgc sie do
yta x+a
nierdwnosci migdzy $rednig arytmetyczng i geometryczng rdznych liczb dodatnich
x+d y+a
y+a x+a

2. Uzasadnienig, Zze [unkcja fjest rosnaca w przedziale <0+c-o) mozemy przeprowadzic
bez odwolywania si¢ do rachunku pochodnych. Rozwigzanie moze wygladaé
nastepujgco.

Nicch x 1 v bedg dowolnymi dodatnimi liczbami rzecezywistymi takimi, 2¢ x < y. Rozwazmy

x+a y

funkgcje f okrelong wzorem f (a)= +=——2 dla kazdej liczby rzeczywiste] a = —y . Jest
X

yv+a
to funkcja homograficzna. Zapiszmy jcj wzor w postaci kanoniczng)
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Fla) 2Oty Y o FOPLF o, ¥y

y+a X y+a x y+a x
Wykresem tej funkeji jest hiperbola, ktdrej asymptoty poziomsy jest, w ukladzie wspdirzednych
aOb, prosta o rOwnaniu b =l—1, natomiast asymptoty pionowg jest prosta o réwnaniu
X

a=-y. Poniewaz y>x>0, wiec %;» 1, co oznacza, 7 asymptota pozioma lezy w 11 11

¢wiartce uktadu wspdtrzgdnych, zas asymptota pionowa lezy w IT 1 TIT ¢wiartce tego uktadu.
Ponadto x— v <0, wiec hiperbola, ktéra jest wykresem funkeji f jest obrazem hiperboli

o réwnaniu b=£, gdzic A<0, leczace; w Ll 1 IV ¢wiartee ukladu wspohrzednyceh, jak na
o

ponizszym rysunku.

hressresarerne.

|
. | I —

=

&

Wynika stad, ze w przedziale (—y,+e} funkcja fjest rosngca. W szczegdlnosei jest ona rosngca

w przedziale (0, +eo). Zatem dla kazdego argumentu @ >0 prawdziwa jest nierownosé

f(a)> f(0). Zauwazmy, ze £(0)= X0 Y X F 052220, pdyzliczby X i 2
y+0 x y o x y X

sg dodatnie, rozne od 1 i jedna z nich jest odwrotnoscig drugiej.

W efekcie dla kazdego argumentu a > 00 prawdziwa jest nieréwnos¢

X+a v
aj= —-2>0,
f( ) y+a x

czyh

X+a v
+=>2.
y+a X
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V sposéb

x+a ¥ . . . . . .
+=> 2 mozcmy przcksztatei w sposdb rdéwnowazny mnozac obustronnie
y+a x

Nierdwnosé
przez x(y+a),bo z zatozenia x(y+«)jest wicksze od zera. Otrzymujemy
x(x+a)+y(y+a))2x(y+a)
Ptzeksztatcamy otrzymana nierdwnosé
o +xa+ v +ya) 2xy+2xu,
X =2xp+ v Y xa—ya,

xT—=2xy+yt ) a(x—y),

(x—y)2 ya(x—y) .

7 zaloZenia x(y i a0, zatem a{x—y){0, natomiast kwadrat (x—y) jest dodatni.

W rezultacie otrzymana nicréwnosé jest prawdziwa. To koficzy dowod.
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Zadanie 3. (0-3)

7. Planimetria. Zdajgcy wykorzysluje wlasnosci figur podobnych

V. Rozumowanic . . )
w zadaniach, w tym umieszezonych w kontekscie praktycznym.

i argumentacja.

(7.b).
Schemat punktowania
Rozwiazanie pelne . . w3 P
Zdajacy zapisze pelne, poprawne rozumowanie.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania... S 2p.
Zdajacy

e zapisze, Ze trdjkaty ASM 1 NLC lub trdjkaty MKC 1 BTN sg przystajace, nie uzasadni
tcgo przystawania 1 uzasadni tcze
albo
* zapisze dwic proporcje wynikajace z podobienstwa trdjkatow pozwalajgce (wraz z
réwnoécig | 4P| =|BP|) wyznaczyé zaleznosé migdzy dfugosciami odeinkéw ST i 4B,
s 229 BT e
x b b—x b
albo
»  zapisze dwie proporcie wynikajace 7 twierdzenia Talesa pozwalajace (wraz 7 rdwnoscig

| 4P| =|BP|) wyznaczyé 7alesmosé migdzy dhugodciami odeinkéw ST AB, np.:
p_a—-p.a-4q ¢

£ 19749 4

xzb—x b—-x =x

3

albo
» zapisze dlugosei odeinkéw A8, AS i BT w zaleinodci od dhugoséei odeinkdw x =|4M|,
yv= |MC‘ oraz kata & w postaci : |AB‘ =2(x+y)-cosa, |44S| =Xx-c0s¢x,
‘BT‘ =y-coscr,
albo
¢ narysuje odcinek MZ réwnolegly do BC oraz odcinek ZN lub odcinek NZ réwnolegly do
AC oraz odcinek MZ, zapisze, ze trojkaty AMZ 1 ZBN sa rOwnoramienne, ale nie uzasadni,
zc czworokat MZNC jest rownolcglobokicm 1 poprawnic uzasadni tczg
i na tym zakoniczy lub dalej popetni bledy.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do calkowitego rozwiazania zadania .........c.ccoiiiieiiiiiiiiiieniicnici e e e e 1p.

Zdajacy
e 7apisze, 7e trojkaty ASM 1 NLC sg przystajace lub trojkaty MKC i BTN sg przystajace
albo
e zapisze, ze trojkaty, np. ASM 1 APC s3 podobne lub zapisze proporcje wynikajgca z tego
podobicnstwa,
albo
48| _ |sP|

& ZAPISZEC Proporg) nikajaca z twierdzema Talesa, np.: = s
P Propare) ¢ wynikajgcg p |AM\ MC|
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albo
e abliczy pole trojkata ADC oraz wysokosé CF: P, - = 243 . h=83,
albo
e wyznaczy dhugoéé odcinka AB w zalesnodei od dhugodei odcinkéw x =|AM
oraz kata ‘ABF = (Je:+y)2 +(x+y)2 —2-(x+y)-(x+y) cos(180°-2&),
albo
45

| 4|
albo

» natysue odeinek MZ rdwnolegly do 5C oraz odcinek ZN Tub odeinek NZ réwnoleghy
do AC oraz odeinek MZ
1 na tym zakonczy lub dalej popei bledy.

» y = |‘MC|

|B7]

e 7apisze dwie zaleznodci: BN|

=cosa, =cos&,

Uwagi

l. Zauzasadnienie przystawania trojkatdw prostokatnych np.: ASM 1 NLC uznajemy
a) powotlanie sig na ceche przystawania £bk, o ile na rysunku nie wyslgpujg spreeczne
oznaczenia katow,
b) zaznaczenie na rysunku jednej pary odpowiednich katdw ostrych w tych trdjkatach.

2. W Il 1 1V sposobic rozwigzania ni¢ wymagamy uzasadnicnia podobienstwa trojkatdéw lub

powolania si¢ na twierdzenie Talesa.

3. Jczcli zdajacy rozpatrzy tylko szezegodlny przypadcek, w ktorym punkty A 1 &V, sg srodkami

bokdéw AC 1 BC, to ottzymuje ( punktéw 7za cate rozwigzanie.

4, Jezeli zdajacy zakiada, ze trojkgt ABC jest réwnoboczny i korzysta z tego zatozenia, to za
cale rozwigzanie otrzymuje 0 punkidw.

. Jezeli zdajacy przedstawia rozwigzanie, w ktorym odwohluje sig tylko do argumentow
pozamatcmatycznych, np. ,,przcsuwa” punkty M i & po odeinkach AC 1 BC z tymi samymi
szybkoSciami, to moze otrzymaé 1 punkt 7a zauwazenie, 7¢ rzuty prostokatne na prostg A8
odcinkdw rownych, z klérych jeden lezy na prostej AC, a drugi na prostej BC sg réwne.

Lh

Przykladowe rozwigzania

[ sposéb (,.przystawanie trojkatow ™)
Niech P bedzie srodkiem podstawy AB tego trojkata. PoprowadZzmy przez punkty M1 N
prosie rownolegle do podstawy A8 (rdjkala, a ich punkly przeciecia z prosta CP o/maczmy

odpowiednio K i L. Oznacumy tez x=|AM|=|CN|, y=|MC|, p=|4S|, ¢=|MK|, jak na
rysunku.
C
i
Y N
Lt—
M o y
x q
A g p T 494 B

Poniewaz trojkgt ABC jest rownoramienny, wige ‘NB‘ = |1MC ‘ =yp. Trojkaty ASM | NLC sg
AM|=|CN| oraz |«BAC|=|«ABC|=|«LNC| oraz

przystajgce, gdyz oba sg prostokatne,
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|« 4MS| = 90° —|«BAC| = 90°—|«LNC| =|«NCL|. Podobnic uzasadniamy, ze tréjkaty MKC
i BTN sg przystajace.
Zatcm
|PT| =|LN|=|4S|=p oraz |SP|=|MK|=|TB|=4.
Stad wynika, ze
|ST|=|SP|+|PT|=q+p=4%-(2p+2¢)=1-|4B|.

I sposdb (,,przystawanie tréjkatéw — I17)

Niech P bedzie §rodkiem podstawy AB tego trdjkgta. Poprowadzmy przez punkt N prosta
rownolegla do podstawy A8 trojkata, a punkt jej przecigcia z prosta CP oznaczmy przez L.
Oznaczmy tez x = AM| = |CN . D= |AS | , jak na rysunku.

A P g P T B
CN|,
=90°—|«BAC|=90° —|«LNC|=|«NCL]|.

Trojkaty ASM 1 NLC sg przystajgce, gdyz oba sg prostokatne, |AM ‘ =
|«<BAC|=|<«ABC|=|«LNC| oraz |«xAMS

Stad wynika, 7e |PT|=|LN|=|45|=p.

Poniewaz trojkat ABC jest téwnoramienny, wigc |4P|=|BP|.

Stad wynika, ze
|ST| =|SP|+|PT|=(|4P|- p)+ p=|4P|=1.|4B|.
Uwaga
Analogiczne rozumowanie mozemy przeprowadzié, wychodzac od pary trojkgtow
przystajacych MKC i BTN (oznaczenia jak w I sposobie oceniania).

IIT sposéb (,,podobienstwo trojkatdw™)
Niech P bedzie $rodkiem podstawy AB tego trojkata. Oznaczmy tez x=|AM|=|CN

h=|AC|=|BC|, a=|4P|, jak na rysunku.

»

A P g P 49 T B

Poniewaz I jest spodkiem wysokosci trdjkata rOwnoramiennego, wigc |BP| = |AP| =d.
Trojkaty ASM 1 APC sa podobne na mocy cechy Akk , poniewaz obydwa sg trojkatami
prostokgtnymi (odcinki SM 1 PC sg rdownolegle), a kat PAC jest kgtem wspdlnym obu
tréjkatdw. Stad wynika, 7e
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Stad p=%. Zatem |SP|=|4P|-p = a—?'.
Poniewaz NT || CP ikat CBP jest katem wspdlnym, wige na mocy cechy ikk wojkat BTN
jest podobny do trojkata BPC . Stad wynika, ze
|BT| |BP| . BT| 4
=1, CZyll —— =—.
|BN§|  [BC]| b—x b
a(b—x) _ab—ab+ax _ax
b b

Stad |BT| == (bh_x) , wige |PT|=|BP|~|BT|=a-
Zalem -

|ST|=|sP|+|PT|=a- = +Z = a =1 |4B].

b b 2

To konczy dowod.
IV sposdb (,,twierdzenia Talesa™)
Niech P bedzie $rodkiem podstawy AB tego trojkgta. Oznaczmy tez x= ‘AM‘| = |CN‘ ,
b=|4C|=|BC|, a=|4P|, p=]4S

, g =|PT|, jak na rysunku.

ATy, par, B

Poniewaz trojkal ABC jest rOwnoramiennty, a P jesl spodkiem jego wysokoscl, wige
|BN|=|MC|=b—x i |BP|=|4P|=a.
Z twierdzenia Talesa otrzymujemy

s _ s BT| _|PT]

= Oraz .
|AM|  |MC)| |BN|  |NC|

czyli
L_07F 5y 2799
x b-x b-x x
Stad
ph—px=ax—px oraz ax—gx =hg—qx,
p=2 oraz ==
PET Ty
Zatcm
\ST|=\SP|+|PT|=a—p+g=a—%+%=a=%-|AB\.

To konczy dowod.
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V sposéb (.trygonometria™)
Oznaczmy &= ‘{BAC‘ = ‘{ABC| , X= |A¢M‘ = ‘CN|, V= |MC

, 2a= |AP| , jak na rysunku.

Wiedy |VB|=|BC|-x=|AC|-x=y oraz |«4CB|=180°-2¢.
Z twicrdzenia cosimusdw dla trojkata ABC otrzymujemy
|AB" =|AC[ +|BC[" =2-|4C]: |BC]-cos(180° - 2ar),
|48 =(x+p)" +(x+v) =2-(x+3)-(x+)-cos(180° - 2a),
|AUS“2 =2(x +y)2 +2- (:c+y)2 -cos 2¢x,
| 48[ =2(x+y) (1+cos’ @—sin’ ),
|4B] =4(x+y)"-cos’er.
Stad
|AB|=2(x+y) coser.

Z trojkgtéw ASM 1 BTN otrzymujemy

45 1]
|AW\ =COS & Oraz. |BN| =Ccos,
i
|45 |87
1 =Cos@ oraz —— = COsc¥.
X y
Stad
|48| = x-coser oraz |BT|=y-cosax.
Zatem

ST =|AB|—|AS|—‘BT|=2(x+y)-cosa—x-cosa’—y-cosa=(x+y)-cosa=%-|.43‘.
To konczy dowdd.

VI sposdb (,,trajkaty rownoramicnne™)
Narysuyjmy odeinek MZ rdwnolegly do proste) BC taki, Zze koniec 7 tego odeinka lezy na

podstawie A8 tréjkata ABC oraz odcinek NZ. Oznaczmy tez x=|AM ‘=‘CN], y=|1MC|,
p=|4S|, ¢=|TB|, jak na rysunku.
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Witedy katy odpowiadajace AZM 1 ABC sa rdwne. To oznacza, ze trojkat AZM jest
MZ| =|AM‘ =|CN|=x. Zatem czworokat MZNC jest
réwnoleglobokiem (jego boki MZ 1 CN sg rownolegle 1 maja réwne dlugoéci), co oznacza, e
|ZN|=|MC| = y . To zkolei ozmacza, ze téjkal ZBN jest rownoramienny, Punkly §i 7'to spodki
wysokoéci trojkgtow rownoramiennych, wice

| 4S|=|SZ|= p oraz |ZT|=|TB|=4q.

rodwnoramicnny. Stad wynika, zc

Stad
‘ST‘:‘SP|+|PT|=q+p=%-(2p+2q)=%-‘AB|.

To konczy dowdd.
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Zadanie 4. (0-5)

3. Ciagl hiczbowe. Zdajgey slosuje wzory na #-ly wyraz 1 sume
ITT. Modelowanie n poczatkowych wyrazdw ciagu arytmetycznego i cliagn
matematyczne. geometrycznego, réwniez umieszezone w kontekscie
praktycznym (5.c).

Schemat punktowania

Rozwigzanie pelne w 3P,

Zdajacy wyznaczy szukang trojke liczb: =25, =10, ¢ =4.

Rozwiazanie prawie pelne ...... . . . we 4P
Zdajacy
» obliczy poprawnie dwie trojki liczb @, b, ¢ 1 nie uwrzgledni warunku, 7e ciag
(@+1,b+ S,C) musi byé arytmetyczny 1 malejgcy
albo
¢ obliczy poprawnie dwie trojki liczb a, b, ¢ 1 uwzgledni warunek, ze cigg (a +1,b+35, c]
jost arytmetyczny 1 malcjacy, 1 poda konsckwentng odpowicdz, alc w trakcic
rozwigzania popetnia btedy rachunkowe.
Uwaga
Jesli zdajgcy rozwigze rownanie kwadratowe z jedna niewiadomg i na tym poprzestanie, lub
w dalszej czesel rozwigzania popelia bledy rzeczowe, to otrzymuje 3 punkty.

Pokonanie zasadniczych trudnoéci zadania ..., " " . w 3P,

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: 100=a(29—a)
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep ... e 2P

Zdajacy wykorzysta wlasnosé ciagu geometrveznego 1 wlasnodd ciggu arytmetycznego

i zapisze np.: b* =ac i b+5= a+;+c,

i na tym zakoniczy lub dalej popetnia bledy.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania ...... . . . . . . w 1p.

Zdajacy
e wykorzysta wlasno$¢ ciggu geometrycznego i zapisze np.: b* =ac
albo
at+l+e

e wykorzysta wlasnos€ ciggu arytmetycznego 1 zapisze np.: b+5=

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Przykladowe rozwigzanie

7. wlasnoécei ciggu geometryeznego otrzymujemy
b =ac.

Z wlasnosci ciggu arytmetycznego otrzymujemy

B45= a+l+c ,
2

2b+9=a+c.
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Stad i z rownania a+5b+¢ =39 otrzymujemy
b+2b+9=39,
36=30,
£=10.
Zalem a+¢ =29 oraz 100=gc. Z pierwszego z lych rownan doslajemy ¢ =29—¢. Slad
1 z drugiego rdwnania otrzymujemy réwnanic z jedng niewiadoma g
100=a(29-a),
a’—2%+100=0,
(a-4)(a—25)=0,
a=4 lub a=25.
Gdy a=4,to ¢=29—a=25. Wowczas ciag (a+1,b+5,¢) ma postac (5,15,25). Nic jest to
jednak cigg malejacy.
Gdy a=25,to ¢=29—a=4. Wowcras ciag (a+1,h+5,¢) mapostaé (26,15,4) . Jest to
malgjgcy cigg arylmelyczny.
Zatem: ¢ =25, b=10, c=4.
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Zadanie 5. (0-6)

&. Geomelria na plaszezyznie kartezjanskiej. Zdajacy rozwigzuje
zadania dotyczace wrajemmnego polozenia proste] 1 okregn, oraz
dwoch okregdw na plaszezyznie kartezjanskiej (R8.b).

IV. Uzycie 1 tworzenig
strategii.

Schemat punktowania

1. Rozwiazanie z wykorzystaniem odleglosci sSrodkéw okregow stycznych
Rozwiazanie sktada si¢ z trzech etapow:

Pierwszy etap polega na wyznaczeniu $rodkéw 1 promieni obu podanych okregdw oraz
ustaleniu warunkow ogdlnych ich potozenia wzgledem siebie.
Za poprawne rozwigzanic tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty,

Drugi etap polcga na wyznaczeniu rownania z jedng nicwiadoma, ktdra opisujc warunck
stycznosci zewngtrznej 1 rozwigzanie tego rownania.
Za poprawne rozwiazani¢ lego elapu zdajacy olrzymuje 2 punkty,

Trzeci etap polega na wyznaczeniu rownania z jedng niewiadoma, ktéra opisuje warunek
Stycznoscl wewngtrznej i rozwigzanie tego rownania.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 2 punkty.

Uwaga
Etapy drugi 1 trzeci oceniane sy niezaleznie od siebie.

Podzial punktéw za pierwszy etap rozwigzania:
Zdajgcy otrzymuje 2 punkty, gdy:
zapisze wspdtrzedne srodkdéw 1 promicnic obu okregow:
S, =(6.4),,=3 oraz §, =(a,-2), % =9
oraz
zapisze warunki stycznoéci obu okregéw w dwoch przypadkach:

|5153|:3"1 +7, |SlSz|=r2 -n.

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy:
e rauwazy | zapisze, ze 83 dwa przypadki stycznodel okrggdw, t). stycznosé zewngtrzng
i wewnetrzng
albo
* wyznaczy wspdlrzgdne Srodkow okregdw 1 obliczy promienic obu okregow.

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:
Zdajacy otrzymujc 2 punkty, gdy zapiszc rownanic:
Jla—6Y +62 =12
i wyznaczy jcgo rozwigzania: a =6(1+\5) oraz d =6(1—\/§) .
Zdajacy otrzymujc 1 punkt, gdy zapiszc réwnanic:
J@a—6y +67 =12,
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Podzial punktéw za trzeci etap rozwigzania:

Zdajacy otrzymujc 2 punkty, gdy zapiszc rownanic:
(a-6) +6' =0

L wyznaczy jego rozwigzanic: a =6,

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy zapisze réwnanie:

J(a—6)" +6*=6.

Uwagi
1. Jezeh zdajacy prowadz1 poprawne rozumowanie na kazdym etapie rozwiazana zadania
t rozwigzuje zadanie do koiica, ale popelnia jedynie bledy rachunkowe, to moze
otrzymal co najwyzej S punktéow, o ile popelnione bledy nie ulatwiajg rozwazanego
zagadnicnia na zadnym ctapic rozwigzania.

2. Jezcli zdajacy prowadzi poprawnc rozumowanic na kazdym ctapic rozwigzania zadania,
rozwigzuje zadanie do konca i jedynym btedem, ktory jednak nie utatwia rozwigzania
zadania na Zadnym etapie rozwigzania, jest blgd, polegajacy na:

a) niepoprawnym wyznaczeniu promieni okregdw lub  wspdlrzednych ich
srodkéw, to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty;

b) zastosowaniu nicpoprawnc] metody wyznaczania odleglosci srodkow okrggdw,
to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty;

c) zastosowaniu  niepoprawnego  wzoru  ,va +hH = \/;3 +01”  lub
s(ak b]2 = o’ £5%7, to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty.

3. Jezeli zdajaey sporzadzi poprawng ilustracj¢ graficzng i na t¢j podstawic zapisze, ze
dla @ =6 podane okregi sy styczne wewnelrznie 1 na tym zakonczy, 1o oltzymuje

2 punkty.

4, Jezeli zdajacy rozwaza tylko jeden przypadek stycznosel okregdw 1 w tym ptzypadku
rozwigze zadanie do konca, popelniajac jeden blad opisany w uwadze 2., to otrzymuje
co najwyzej 2 punkty,

I1. Rozwigzanie z wykorzystaniem wspélnej stycznej lub rownania kwadratowego
Z parametrem

Zdajacy otrzymuje 6 punktow, gdy wyznaczy wszystkie wartodci parametru a:
=6 1ub a=6+63 lub a=6-63 .

Zdajgcy otrzymuje S punktéw, gdy wyznaczy tylko jedno z rozwigzan réwnania z jedng
nicwiadomg @ zapisze rownanic kwadratowe z niewiadoma a, np.: a=6

Zdajacy otrzymuje 4 punkty, gdy zapisze rownanie wiclomianowe z niewiadomg a.
(¢ —12a)" =9(4a” — 484 +288) lub

4(a® —6a% —72a+864) —4-4(a* —12a+72)-(a" ~144a> +9072) = 0.
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Zdajacy otrzymuje 3 punkty, gdy
: o (12-24) -6 +12-4+4*~120
s zapiszc rownanic z nicwiadoma a: . . -3
J12-20) +127

albo
e zapisze réwnanic kwadratowe z jedng niewiadoma x (lub y) i parametrem g oraz
zapisze, ze rownanic to musi micé jedno rozwigzanic, np.:
2 1 AT 1 12 _ _
X +((] —Ea)x+1[}—ﬁa ) —]2x—8((1—ga)x+l()—ﬁa )+43 =0 oraz A=0.
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy
» zapisze rownanic prostej (12—2a)x+12 y+a® —120=0 oraz zapiszc wspdtrzedne
srodka 1 promien jednego z okrgpdw oraz zapisze, ze okregl majg doktadnie jeden punkt
wspolny, gdy odleglosé srodka jednego okrggu od wspdlnej styczng) tych okrggow jest
réwna promicniowi tego okrggu
albo
e zapisze rownanie ¥ jedng niewiadomy x (lub v) 1 parametrem ¢, np.:

2 | 1.2y 1Y, L2\ ,a3
+((1-Lajx+10- L et ] ~12x-8((1-La)x+10- L a*)+43=0.
Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy
o 7apisze réwnanie proste] (12—2a)x+12y+a’-120=0
albo
s zapiszc wspdlrzedne srodka 1 promich jednego z okrggdw oraz zapisze, ze okrogi majg
dokladnic jeden punkt wspdlny, gdy odleglosé srodka jedncgo okregu od wspdlngg
styczne) tych okregow jest rowna promieniowl tego okregu,

Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze rOwnanie prostej, bedacej osig potegowsy okregow 1 traktuje to réwnanic
jak rownanie kwadratowe zmienne] @, a nastgpnie wyznacza konkretne wartoécl x, y, a,
sprawdza dla wyznaczonych wartosci prawdziwos¢ rownania osi potggowej okregdw i podaje
jedno z rozwigzan zadania, to otrzymujc 3 punkty.

Przykladowe rozwigzania

[ sposob
Okrag o rdwnaniu ¥+ =12x—8y+43=0 ma érodek punkcie S, = (6,4) ipromieh r, =3,
a okrag o rownaniu X +3' —2ax+4y+a’—77=0 ma érodek w punkcie S, =(a,-2)
ipromiefi #, =9, Pontewaz te okregi maja dokladnie jeden punkt wspdlny, wige odlegtosé
pomig¢dzy srodkami okrggdw jest rdwna sumie promieni lub réznicy promieni:

S,S,|=n+# lub [5,5,

Otrzymujemy zatem rdéwnania

J(@a-6Y +6* =12 b ((a—6) +6> =6

=hh
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Zatem
(a—6)" =108 lub (a-6)" =0

Réwnanie (a—(i)2 =108 ma dwa rozwigzania: a =6(l+\/§) oraz a=6(l—\@], natomiast
rownanie (a —lfi)2 =0 ma jedno rozwigzanic a=0. Zatem podane okregi sy styczne
zewnetrznie dla a=6(l+~f§) lub dla a=6(1—-\@], natomiast sg okregami stycznymi

wewngtrznie dla a =0,

I sposdb (wspdlna styczna)
Okrag o réwnaniu x° +»* —12x—8y+43=0 ma érodek 5, = (6,4) ipromien # =3, a okrag
o rownaniu x° +y° —2ax+4y+a’ —77=0 ma srodek §, = (a,-2) i promich r, =9 .
Okregi te majg rdézne promienie, wige te okregi majg doktadnie jeden punkt wspolny wtedy
i tylko wiedy, gdy maja dokladnie jedng wsp6lng styczng. Tak jest wtedy i tylko wtedy, gdy
odlcglosé srodka jednego z tych okrggow od to) stycznc] jost rowna promicniowi tego okrggu.
Jesli te wspdlng styczng oznaczymy przez £, to wtedy mamy
od (8.k)=3.
Odejmujac stronami rownania okrggdw otrzymujemy
(12-2a)x+12y+a° -120=0.

Jest to rownanic wspdlng) osi potggowe] tveh okrgpdow. Jesli teraz istnicyg takic wartosci
parametru @, dla ktorych spetuiony jest warunck odl (S),k) =3, to wtedy ta 0§ potggowa jest
jednoczesnie wspdélng styczng tych okregdw. Otrzymujemy zatem rownanie

(12-2a)-6+12-4+a’ -120|

J12-2a) +12°

la* —124| = 34a® — 48u +288 .

Obie strony tego réwnania sa nieujemne, wige podnoszge je do kwadratu otrzymujemy
réwnanie rownowazne

(a*~12a)" =9(4a’ — 43a + 288},

a* —24a’ +144a” =36a" —432a +2592,
a'-24a’ +108a” +432a-2592 =0,
a' =12a' +36a" =120’ +144a° = 4320 -72a" +864a-2592 =0,
a*(a®—12a+36)—12a(a’ —12a+36) - 72(a’ —12a+36) =0,

(a® —12a-72)(a" -12a+36) =10,
(¢ ~12a+36-108)(a—6) =0,
((a=6)" -36-3)(a—6)" =0,
(a-6-6v3)(a-6+6v3)(a-6)"=0.

Stad
a=6+63 lub a=6-6v3 lub a=6.

Sirona 20 z 42



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

IIT sposéb (réwnanie kwadratowe z parametrem)
Okrag o réwnaniu x° +3° —12x—8y+43=0 ma érodck 5 = (6.4} ipromich r, =3, aokrag
o réwnaniu x° +)° —2ax+4y+a’ —77=0 ma érodek S, =(a,—2) ipromieh r, =9.
Okregi ¢ majg 10zne promienie, wige le okregi majg dokladnie jeden punkt wspdlny wiedy
1 tylko wtedy, gdy uktad réwnan
Y =12x=8y+43=0 i ¥+’ =2ax+dy+a* =77=0
ma doktadnic jedno rozwigzanie. Stad ottzymujemy kolejuo
(12-2a)x+12y+d” ~120=0i ¥’ + )" —12x—8y+43=0
y= (] —%cz)x+]0—%azi ¥+ —12x-8y+43=0,
Stad otrzymujemy réwnanic z nicwiadomg x 1 parametrcem g
2 1 1 .2 : 1 1 .2 _
¥ +{(1-ta)x+10- o’} —12x-8((1-La)x+10- o’ ) +43=0,
4’ —12a+72)x" —4(a’ - 6a° —72a+864)x +a* —144a” +9072=0.
Poniewaz a’ —12a+72=(a —6)?' +36>0 dla kazdego a, wige réwnanie jest kwadratowe.

Zalem ukiad réwnan ma dokladnie jedno rozwiazanie wiedy 1 tylko wiedy, gdy o réwnanie ma
dokladnie jedno rozwigzanie, a tak jest wtedy i1 tylko wtedy, gdy wyréznik tréjmianu
kwadratowego A(a’ -12a+72)x° —4(a’ - 60" 720 +864)x +a’ —144a° +9072  jest

rowny 0. Otrzymujemy wiec rownanie
¥ (a* ~6a" ~12a+864) —4-4(a’ ~12a+72)-(a* ~ 144a" +9072) =0,
(a° —6a% —72a+864) —(a* —12a +72)-(a* ~1444® +9072) =0,

~36a* +864a" — 38884 —15552a +93312=0,
~36a* +864a" — 38884’ —15552a +93312=0,
a' =244 +108a° +4320-2592 =0,
a*-12a° +36a’ —12a° +144a° - 4320 - 72a” +B6da - 2592 =0,
@’ (a* —12a+36)-12a(a’ -12a+36)-72(a* —12a+36)=0,

(¢’ —12a-72)(a" -12a+36)=0,
(a* ~12a+36-108)(a—6)" =0,
((a-6) -36-3)(a-6) =0,
(a-6-6V3)(a—6+6V3)(a~6) =0.

Stad
a=6+6v3 lub a=6—-6+3 lub a=6.
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Zadanie 6. (0-5)

2. Wyrazemia algebraiczne. Zdajacy wykonuje dzieleme
wielomianu przez dwumian x — a; stosuje twierdzenie o reszcie
z dzielenia wiclomianu przez dwumian x — ¢ (R2.b).

3. Rownania i nieréwnosci, Zdajacy rozwiazujec rownania

I'V. Uzycie i tworzenie
stratcgii.

1 nierownosci wielomianowe (R3.c).

Schemat punktowania

Rozwiazanie pelne . . we I P
Zdajgcy wyznaczy miejsca zerowe: 2, -3, — 15

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnos$ci rozwiazania S — 4p.

Zdajgcy wyznaczy szukang wartos¢ m: m=1.

Pokonanie zasadniczych trudnosei zadania ... i 3Ip.
Zdajgcy rozwigze jedno z otrzymanych rownan stopnia trzeciego z jedna mewmdomq m. np.
réwnanie 4m’ —4m =0 ma trzy rozwigzania: m=0, m=1, m=-1,

—1-J13  1+413

réwnanie s’ —4m+3 =0 ma trzy rozwigzania: m=1, m = 5 m=

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

Rozwiazanic, w ktérym jest istotny past¢p.... - 2p.
Zdajacy zapisze dwa rOwnania z niewiadoma m:

2.2 +(m’ +2)-2°=11.2-2(2m+1)=0 i 2:(- 1) + +(m® +2)-(— )" —11-(-1)=2(2m+1)=6
i na tym zakoniczy lub dalej popetnia bledy.

Rozwigzanie, w ktorym poste¢p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania ... “ . “ . “ . Csesssessriarsissasresesrise 1p.

Zdajacy
e zapisze warunek W (2)=0 lub réwnanic 2-2°+(m’ +2)-2° -11-2-2(2m +1)=0
albo
» zapisze warunek W (—1)=6 lub réwnanie
2-(=1) +(m* +2)-(=1) =11-(-1}-2(2m+1) =6
i na tym zakoniczy lub dalej popetnia bledy.

Przykladowe rozwiazanie
Z twierdzenie Bezoute’a wynika, ze W (2)=0, czyli
2:2°+(m’ +2).2° -11-2-2(2m +1)=0,
16+4m° +8-22-4m-2=0,
dm® —4m =0,
4m(m’ -1)=0,
4m(m—1)(m+l)=0,
m=0lub m=11lub m=-1.
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Z twierdzenia o reszcie z dzielenie wielomianu przez dwumian liniowy otrzymujemy
W(-1)=6, czyli
2-(=1) +(m’ +2)-(<1)" =11:(=1)-2(2m+1} =6,
24+m+2+11-4m-2=6,
m—Adm+3=0.

Jednym z rozwigzan tego rownania jest m =1, gdyz 1’ —4.1+3 =0. Zatem wielomian
P(m)= m> —4m+3 jest podziclny przez m—1. Dziclenic to wykonamy przy poemocy
algotytmu Hornera

I U R

T T T o |

Zatem P(m)=(m—1)(m’+m—3). Pozostate pierwiastki wielomianu P to pierwiastki

trojmianu kwadratowego m® +m—3. Obliczmy tc picrwiastki
A=1"—4.1.(-3)=13, VA =13

-1-J13 ~1+/13
=T Ty
Zalem jest tylko jedna szukana warlos¢ m=1.

Dla m =1 wiclomian W (x) przyjmujc postac:

2x7 3% -11x-6.
Szukamy pierwiastkéw tego wielomianu stosujac dzielenic przez dwumian x-—2
i otrzymujcmy:
W (x) =(J;:—2)(2x2 +7x+3).

Rozkladamy wiclomian na czynniki stopnia picrwszego: 2{x—2)(x+ 3)[x+%}

Migjscami zerowymi 83: 2, — 3, —-:IE.

Uwaga

Nie musimy rozwigzywac obu otrzymanych réwnan. Po rozwigzaniu pierwszego z nich
wystarczy sprawdzic, ktora z wyznaczonych wartosci m jest rozwigzaniem drugiego réwnania.
Poniewaz 0°=4-0+3=3=0, wicc m=0 nie jesl poszukiwang warloscig m.

Ponicwaz 1’ =4.1+3 =0, wigc dla m =1 spcinionc sa wszystkic warunki zadania.

Poniewaz (—1)3 —4-(-1)+3=8=0, wigc m=0 nie jest poszukiwang wartoscig .
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Zadanie 7. (0-4)

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie
reprezentacii.

6. Trygonometria. Zdajgcy rozwigzujc rownania 1 nicrownosci
trygonometryezne (R6.e).

Schemat punktowania

Rozwigzanie pelne weed P
Zdajgcy wyznaczy wszystkie rozwigzania réwnania w podanym przedziale:

x=01lub x=rx,lub x=2n 1ubx—%" lub x= 117

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania... S 3p.
Zdajacy

¢ rozwigze jedno z rdwnan sinx=10 lub sinx= —% w przedziale {{], 21{)

albo
» wyznaczy wszystkie rozwigzania rownan sinx=0 1 sinx= _]7 w zbiorze R.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest istotny.... w2 P
Zdajgcy zapisze alternatywe dwoch rownan trygonometrycznych

sinx=10 lub sinxz—%

1 na tym zakonczy lub dalcj popelnia blgdy.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego rozwmzama zadania .. P i B
Zdajacy zapisze podane réwnanie w postam W ktorej wyste;pule tylko Jedna funkc 1a
trygonometryczna tego samego argumentu, np. 1—2sin’ x =sin x+1

i na tym zakonczy lub dalej popemia blgdy.

Uwagi

1. Jczcli zdajacy popcelnit blad przy rozwigzywaniu rownania kwadratowcgo 1 otrzymal
rdwnanie sprzeczne lub roéwnanie, ktérego wszystkie rozwigzania sg spoza przedziahu
{~1,1}, to moze otrzymaé co najwyzej 1 punkt.

2. Jezeli zdajgcy popelnit blad przy rozwigzywaniu rownania kwadratowego 1 otrzymat

roOwnanie, ktére ma tylko jedno rozwigzanie z przedzialu {—1,1}, to moze otrzymac co

najwyzej 2 punkty.

Jezeli zdajacy popetnit blad przy rozwigzywaniu rownania kwadratowego i otrzymat

rdwnanie, ktére ma dwa rozwigzania z przedziahu {—l,l), przy czym co najmniej jedno

T

z nich jest 7 ptzedziatu (—1,1), © moze otrzymaé co najwyzej 3 punkty
4, Jezeli zdajacy poda rozwigzanie bez slosownego uzasadnienia, 10 otrzymuje ¢ punktéw,
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Zadanie 8. (0-4)

7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w ligurach
ptaskich 7 zastosowaniem twierdzenia sinusdw 1 twierdzenia
cosinusow (R7.d).

IV. Uzycie 1 tworzenig
strategii.

Schemat punktowania

Rozwigzanie pelne 4 p.

Zdajacy obliczy obwdéd wéjkata ABC: L g~ =120.

Pokonanie zasadniczych trudnofci zadania .. 3p.

Zdajgcy zapisze rOwnanie wymierne z jedng niewiadomg @, np.:

cf=256+al+12::1r+36—2-16-(:’1r+6)-l lab &= 492 , b l=z, lub
2 (_L) 7 a
7
a?‘=(8\/§)2+(a—2)2,lub a?'=(«./192)2+(a—2)2,1ub162.a+a2»6=(a+6)(142+a-6),lub
. 49
480> =49(a" - 49), b 49[1——,]=48, b —° b Z=T
a 14 2

3.
7

-1

4

LNERNENEY
7

11

1
Jub (a+11)(a—5)-5

I62=(a+ﬁ]?+a2—2v(a+6)-a-% 11=(24J3+4/3a) .
7]
Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep ... 2p.

Zdajacy

|

e obliczy cosa=— oraz zapiszc rownanic wynikajace z twicrdzenia cosinusdw dla

Rl

tréjkata ABC: a* =16" +(a+6) =2-16-(a+6)-cose
albo

* obliczy cos@ = = oraz zapisze rownanie wynikajace z twierdzenia cosinusdéw dla

trojkata BCD, np.: 14 =a* +4a” —2-a-a-cos(180°—2@) lub

a* =a* +14% =214 -cos @ |
albo

e obliczy sinw = 47301‘&;5 sin (180° - 2w} = 2‘4—3-

1
7 7

albo
s obliczy cos@= - oraz. 7apisze réwnanie wynikajace z definicji cosinusa w trgjkacie
[ED)

BCD: cos="—,
4]

albo
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albo

albo

albo

albo

albo

obliczy ‘A}*| =8, |CF ‘ =83 oraz wyznaczy dhugos¢ odcinka BI” w zaleznosci od a:
|BF|=a-2,

obliczy pole trojkata ADC , wyznaczy pole trojkata BCD w zaleznosdci od @ oraz
wyznaczy stosunek pol woikatow ADC i BCD w zaleinosei od a: Py =243,

Py 6
Py =TVa' —49, %=—,

an @

3
7 [-%
a a
obliczy pole trojkata ADC, wysokodé CF oraz diugodé odeinka D8 P =244/3 ,
[CF|=8+3, |DF|=2,

zapiszc rownanic picrwiastkowe z nicwiadoma ¢: ¢ =

zapisze uklad roOwnan z dwicma nicwiadomymi ¢ i cos §:

16* =(a+6) +a*~2-(a+6)-a-cos f i 14 =a"+a"-2-a-a-cos j3,

obliczy pole trojkgta ADC oraz wyznaczy pola trojkatow ABC 1 BCD w zaleznoéci od a:
P‘”)(; - 24\/3 3 }::43(- =J(a+l l)(a_s)'S' 11 N }}BCD :%-Bﬁ.a

1 na tym zakonczy lub dalej popeia bledy.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelmego
rozwigzania zadania ...... . . . . . . 1p.

Zdajacy

albo

albo

albo

albo

[
obliczy cosar = s

zapisze rownanic wynikajgce z  twierdzenia cosinusow  dla  trojkata ABC
a* =16* +(a+6) —2-16-(a+6)-cosa lub 16° ={a+6) +a* ~2-(a+6})-a-cos B,

1
obliczy cos§=—? lub cos m:%,

o |ED| 7
zapisze, 7€ cos@w=—— lub cosw@=—,
4] 4}

zapisze uklad dwoch rownan z dwisma niewiadomymi:

16 = +(x+6) oraz 14" =h" +5°,
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albo
» obliczy pole trojkata ADC 1 wyznaczy pole trojkata BCD w zaleznodei od a — dhugosei

boku BC: P =243, P, =TJa"—49

albo
# obliczy pole trojkgta ADC 1 wyznaczy pola trojkatéw ABC 1 BCD w zaleznosei od a —

dhugoéci boku BC oraz sin 8 : P, = 243 s Poger = % (a+6)-a-sinf,

Procr, =%-a-a-sinﬂ,

albo
s obliczy polc trojkata ADC oraz wysokosc CF: P, = 24\/§ , |CF‘ = 8\/3_: ,

albo
e zapisze rOwnaniec wynikajgce v twierdzenia cosinusOw dla irojkata BCD:
14 =a*+d’-2-q-a-cos §
1 na tym zakonczy lub dalej popemia bledy.

Uwagi
1. Jezeli zdajacy realizuje strategie rozwigzania i popelnia jedynie bledy rachunkowe, to moze
olrzymaé 3 punkty, o ile popelmione bitedy nie utatwiajg rozwazanego zagadnienia na
zadnym etapie rozwigzania.

2. Jezel zdajacy pominie wspdlezynnik % we wrzorze na pole trdjkata, to moze otrzymad

3 punkty 7za rozwigzanie zadania konsekwentnie do konca.
3.Jezeli zdajacy realizuje strategie rozwigzania i jedynym blgdem, ktory jednak nie utatwia
rozwazania zagadnicnia na zZadnym ctapic rozwiazania, jest blad, polcgajacy na
nigpoprawnym zastosowaniu:
a) twierdzenia cosinuséw lub twierdzenia sinusow, lub niewla$ciwym podstawieniu do
wzoru z tego twierdzenia,
b) definicji funkcji trygonometryczne;j,
¢) wzoru Herona,
d) twierdzenia Pitagorasa,
¢) wzoru redukeyjnego,
f) wzoru na pole trojkata z sinusem kata migdzy bokami,
g) twierdzenia Stewarta,

h) wzoru ,,va’ —b’ =+Ja? =¥ * lub ,,(a+b)2 =+,

to zdajacy otrzymujc co najwyzcj 2 punkty za rozwigzanic calego zadania.
4, Jezeli zdajacy realizuje strategie rozwigzania, i popehiia jeden blad, wymieniony
w uwadze 3., a ponadto popemia bledy rachunkowe, to otrzymuje 1 punkt.
3. Jezeli zdajacy stosuje przyblizenia funkeji trygonometrycznych 1 tym samym zmienia aspekt
rozwazanego zagadnienia, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.
6. Jezeli zdajaey zaklada, ze kgt CAD ma miarg 60 stopni, to mozZe uzyskaé jedynic punkty za
te czesel rozwigzania, w ktorych nie korzysta 7 tego nieuprawnionego zatozenia.
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Przykladowe rozwigzania

[ sposdb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rvsunku.
C
] T~
/ T~ a
/ III ‘M““—-\_H
16 / / -
,r"/( 14 HHH‘H‘-M
‘/ H"“‘h—\_
I
/JA
Je |
A 6 D e |

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ADC otrzymujemy
14°=16"+6°—2-16-6-cosex .

Stad
16°+6°-14* 1
cosSpx=———— =—.
2-16-6 2
Zatem o = 0607,
Z twicrdzenia cosimusdw dla trojkata ABC otrzymujemy

@’ =16 +(a+6) =2.16-(a+6)-cos a,

b =256+a° +12cs+36—2-16-(a+6)-%,
4a =196,
a=49,
Obwéd trdjkata ABC jest réwny
Lip-=16+6+2-49=120.
II sposdb
Ptzyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
(_.‘
/!f‘&;‘h““-x\\\h
f‘#‘r HH‘*&‘E‘E
6/ | ~
Vit ~——
/ ’ H‘H‘“‘x
/ L
y i 0’\
A 6 D a

Z twicrdzenia cosimusdw dla trojkata ADC otrzymujemy
16° =14 +6"-2-14-6-cosd .
Stad
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14° +6° - 16° 1

cosd=————=——,
2-14-6 7

Zatem

1 1

cosw=cos(180°—~F)=—cos o = —[——J =—.

7) 7

Z twierdzenia cosinusdw dla trojkata BCD otrzymu jeny
14 =d’+a’-2-a-a cos(180°-2w),
196 =24’ (1+cos 2m),
,_ 98 93 9 A e i

a = = = =
1+cos2@ 1+2cos°@—1 cos’ @ (%)‘

albo

a® = a* +14° —2-14a-cos @,

28(1-%=196, a=49,

albo z twierdzenia sinusow otrzymujemy

a 14
sine sin(180°-2w)

sin (180°—2e) = sin 2@ = 2sin @- cos @

_, 427 3 24V7

sin(180° - 2) T AT

a 14
W27, 427 3
21 21 21

14
a—?—49.

21

Wige abwod trdjkata ABC jest rowny
L, .=164+64+2-49=120.
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III sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

(,‘
A
e
'/ 7 T T a

/ ——
16 / ‘“‘HH
/{‘ E — T
/ T — H‘“"-»-..
— h"‘-\-q__\_‘_\__h\-‘-“-
Z.? TT— — H"“"--H_H
-~ TTTe— Tl
/’f f/;ﬂ "@\-. I H“::_‘::::h__
A 6 D a B

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ADC otrzymujemy
16° =14+ 6> -2-14-6 - cos 5.
Stad
14 +6°-16° 1
cosf=———— =——.
2-14-6 7
Zatem

cos w=rcos(180°- &) =—cos§=—[—%} =%.

Trojkat BCD jest rtdwnoramienny, wiec spodek F wysokodcl BE tego trojkgta jest Srodkiem
boku CD. Zatem

|£D)
coswr="——,
a
1_7
7 a

Stad @ =49, wiec obwdd trajkata ABC jest réwny
Lyp-=16+6+2-49=120.

IV sposab
Poprowadzmy wysokos¢ CF trojkata ABC 1 przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
C
HH‘-\___H
// /? H\‘“\H
/ T2
16 / / T
‘-‘""‘-\-\.\_\H
/14 ~——
s HH"“*—-H_
/ a ! "N e
A 6 D F a

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ADC otrzymujemy

14° =16"+6"-2-16-6-cosexr .
Stad
16* +6° -14* 1

cosex = — =,
2.16-6 2
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Zatem @ =60°, Trojkat AFC jest wice polowa trojkata rownoboczncgo o boku dlugosci 16.
Stad |AF|=8 i |CF|=83.
W rezultacie |DF| = |A}“ —|AD‘ =8-6=2 oraz ‘Bﬁ' = |BD| - ‘DF‘ =a-2.
Z twicrdzenia Pitagorasa dla trojkata BCF otrzymujemy
a’ =(8\/§)2 +(a-2Y,
a*=192+a’ —4a+4

da =196,
a=49.

Obwdd trojkata ABC jest rowny
L, .=164+64+2-49=120.

V sposbb
Poprowadzmy wysokosé CF trojkata ABC 1 przyjmijmy oznaczcenia jak na rysunku.
C
S "H“\"*—\
4 T
/ e
/Ix / _‘““--M_‘_“_L a
16/ | T
// 14/ |F H“‘\HH
1‘/ Hx‘h“‘-._,_‘
/L R
/ x| e
A 6 D F a

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatéw AFC 1 DFC otrzymujemy
16° = #° +(,’c+6)2 oraz 14° =#* + 12,
256 =k +x" +12x+36 oraz 196 =4 +x7,
220=196+12x oraz k> =196 -x",
24=12x oraz h* =196—x?,
x=2 oraz. h=+196-2° =192 .
Zalem |BF|=|BD|-|DF|=a-2.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCF otrzymujemy
2
a? =(\}192) +(a—2)2,
a*=192+a" -4a+4
4q =196,
a=49.
Obwéd trdjkata ABC jest réwny
Lyp-=16+6+2-49=120.
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VI sposdb

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
C
A

// ““\H

P

S ——

s
16 / —~——_
/l//

14 T

A 6 D a
Z twierdzenia Stewarta dla trojkata ABC otrzymujemy
16 -a+a’ -6 =(a+6)(142 +a-6) \

6a’ +256a=(a+6)(6a+196),

3a® +128a =3a’ +116a+ 588
124 =588,
a=49.
Obwd trdjkata ABC jest réwny
Lyr=164+6+2-49=120.

VII sposdb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

c
f~
s T
/

Obliczmy pole tréjkata ADC ze wzoru Herona.

lo+14+6
Polowa obwodu tcgo trojkata jest rowna p = — = 18, wigc

“

P = J18-(18-16)-(18-14)-(18—6) =+18-2-4.12 = 24V/3 .
Tréjkat BCD jest rdwnoramienny, wiec wysokosd i opuszezona na hok € jest réwna
h=Na* =7 =va* -49.

Zatem

b

B

o =%-14\ch!2 —49 =T -49 .

Poniewaz trojkgty ADC 1 BCD maja wspdlng wysokosé opuszezong z wierzchotka C, wige
Pine _ ﬁ

P

wen @
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czyli

243 6

Wt —49 a’
davf3 =Ta* —49
Stad
484" = 49(a" -49),
484" = 494" —49°,
a* =49*,
Zatem
a=49,
Obwéd trojkata ABC jest réwny
Lpe=16+6+2-49=120,

VIII sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rvsunku.
~
I T
¢ e
/ / T~ a

7 T
16, /] T
I —
4 6 D a
Obliczmy pole tréjkata ADC ze wzoru Herona.
l6+14+6
Polowa obwodu tcgo trojkata jest rowna p = - 18, wicc

Pope = \J18-(18-16)-(18-14)-(18—6) =+18-2-4-12 =241/3 .
Pola trojkatéw ABC 1 BCD sg rdwne odpowiednio
P,mc:%'(ﬂJrﬁ)'ﬂ‘Sinﬂ oraz Ppep = ;a-a-sinﬂ_
Poniewaz, Pypr = Pape +£ype, wice
%-(aJrﬁ)-a-sinﬂ:%-az-sinﬁ+24\/3_',

a*sin f+6asin 8 = a®sin f+4843 ,
asin ff= 83,
83
sin
83
BB

Zsm—cos

o=
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43
(1) a= i 5

b]l’l-—(,uUb

Ponicwaz trojkat BCD jest rownoramicnny, ch;n, \wsokoéé opuszczona na podstawe CD
dzieli ten tréjkat na dwa przystajace tréjkaty prostokatne. Zatem

| BT
2) sin =
Z jedynki trygonometryczne) otrzymujcmy
{3) ‘B \/1 bln2£ \/1——.
Z (1), (2) 1 (3) otrzymujemy rOwnanic z nicw 1ac!omq. a
_ 43
7[o®
a a
Stad
a.’! ,/1—— 43,
[
7 |—4—? =443,
a
49( 49} _a8,
a
2
49 — 4% =48,
a
(= 49°
at’
a® =49*
Zatem
a=49.

Obwéd trdjkata ARC jest réwny
Ly =16+6+2-49=120.

[X sposab
Poprowadzmy wysokosci CF i BE trojkata BCD i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
C

44

Obliczmy pole tréjkata ADC ze wzoru Herona.

. i 16+14+6 .
Potowa obwaodu tego trojkata jest rowna p = — 5 =18, wigc
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Py =18-(18-16)-(18-14)-(18-6) =4/18:2:4.12 =243,
Odecinck CF jest tcz wysokosceig trojkgta ADC, wige pole tego trojkata jest réwne
Pipe =5-|4D|-h=%-6-h=3h.
Otrzymujemy zatem
3 =243,
h=843.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDF otrzymujemy
|DFf =jcpf ~|cr[

|DF] =14 (843 =4.
Stad |DF|=2.
Trojkat BCD jest réwnoramicnny, wige spodck £ wysokoscl BE tego trdjkata jest $rodkiem
podstawy CD. Zatem

\DE|=1L.|cD|=4-14=7.

Trojkalty CDF 1 BDE s3 podobne, gdyz oba sg prostokalne 1 majg wspélny kal ostry prazy
wierzchotku D. Zatem

|DB| _|CD|
a 7
14 2’
a=49.

Obw{d trdjkata ABC jest rOwny
L =160+6+2-49=120.

X sposdb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

A 6 D a B

Z wwicrdzenia cosinusdw dla trojkata BCD otrzymujemy
142 =¢* +a*—2-a-a-cos 3.
Stgd
2a* —14°

cosff=———.
P 2a°

Z twicrdzenia cosinusow dla trojkata ABC otrzymujemy
16 =(a+6) +a* —2-(a+6)-a-cos .
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Stad i z poprzednio otrzymanego réwnania otrzymujemy rownanie z jedng niewiadoma a
2a° - 14
2a?.
256a=a(a+6) +a —(a+6)(2a* —196),

256a=a’ +12a* +36a+a’ —2a’ —12a° +196a +6-196,
24a=6-196,
a=49.

167 =(a+6)2 +at —2-(a+6)-a

¥

Obwod trojkata ABC jest réwny

L =16+6+2-49=120.

Xl sposdb
Poprowadzmy wysokos$é CF trojkata BCD i przyymijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

7l
16 14
h
7]
A 6 p F a B

Obliczmy pole tréjkata ADC ze wzoru Herona.

. . 16+14+6 .
Potowa obwodu tego trojkata jest rowna p = — S =18, wigc

Pe=J18-(18—16)-(18—14)-(18—6) =18 2:4-12 =243 .
Odcinek CF jest tez wysokodcig trojkata ADC, wige pole tego trdjkata jest réwne
Py =4-|4D|-h=%.6.-h=3h.
Otrzymujemy zatem
3h=243,

h=83.
Pale trojkata BCD jest wige réwne
Poy=3:|BD|-h=1-8V3-2=43 0.
Zapiszmy pole trojkata ABC, stosujgc wzor Herona. Polowa obwodu trijkata A BC jest rdwna

at+6+a+lé
p=—-—"-—=a+ll,

_ 2
wiece
Py =J(a+11){a+11-16)(a+11-a=6)(a+11-a) = J(a+11)(a=5)-511.
Poniewaz P,,. =P, +F,, , wigc otrzymujemy
Jla+1)(a=-5)-5-11=24V3+ 443 a.

Obie strony tego réwnania sg dodatnie, wige podnoszge je do kwadratu otrzymujemy
rownanic rownowazne
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(a+11)(a—5)-5-11=1728+576a + 484>,
352% +330a —3025 =48a° + 5762 +1728.
Ta* —246a-4753=0.

A=(-246)" —4-7-(-4753)=193600, VA = 440,
_ 246-440 _246+440

14

bri <0 lub ¢ 49,

Obwéd trdjkata ABC jest roéwny
L,,-=16+6+2-49=120.
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Zadanie 9. (0-6)

III. Modelowanie 3. Roéwnania 1 nierdéwnosci. Zdajgcy stosuje wzory Viete'a
matematyczne. (R3.a).

Schemat punktowania

Rozwigzanie sklada sie z trzech etapow.

Pierwszy etap polcga na wyznaczeniu wszystkich wartogel parametru m, dla ktdérych funkcja
kwadratowa f ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, a wigc na rozwigzaniu nierdwnoéci

2m+1#0 oraz A>0: m;—% i me(—%,4).

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 2 punkty.

Zdajagcy otrzymuje 1 punkt za I elap rozwigzania, jesli rozwigze warunek A >0 me (—é} , 4) .
Uwaga

Jezeli zdajacy rozwiagze nierdéwno$¢ A=20 i nie odrzuci przypadku A=0 lub pominie
zatozenie 2m+1# 0, (0 za ten elap olrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na wyznaczeniu tych wartodet parametru m, dla ktorych pietwiastki x,, x,

spelniajg warunck (x, —x, )2 > 1=5x,x,. Za tcn ctap rozwiazania zdajgcy otrzymujc 3 punkty.
Padzial punktéw za drugi etap rozwigzania.

Zdajacy otrzymuje 3 punkty, gdy wyznaczy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych
prawdziwa jest nieréwnosé (x, +x,) —4xx, 21-5xx,: me (—5,—%)u(—%,0).

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy zapisze nieréwnosé wymierng z jedng niewiadomg m,

2
.y [—(m+2)) L m-3 _1»0
2m+1 2m+1

Zdajacy otrzymujc 1 punkt, gdy

* 7apisze nierdwnos¢ w postact nierdéwnosci 7z niewiadomymi x -x, 1 X +x,,

np.: (x +x, )2 —-4xx, 21-5x%,

albo

e zapisze nicrownose z nicwiadoma 2, ale nic bgdzic to nicréwnosé wymicrna, np.:

3 ’ 2
—(m+2)—N=Tn* +24m+16  —(m+2)+V-Tm’ +24m+16 y
2(2m+1) 2(2m+1)

51_s —(m+2)==Tm* +24m+16 —(m+2)+V=Tm® +24m+16
B 2(2m+1) 2(2m+l)
Trzeci etap polega na wyznaczeniu czesci wspalnej zbioréw rozwiazan nieré6wnosci z ctapow

[11II oraz podaniu odpowiedzi: me (—% ,—%) U (—%,0}.

Za poprawnc rozwigzanic tcgo ctapu zdajacy otrzymujc 1 punkt,
Uwagi

1. W przypadku otrzymania na jednym z etapéw — I lub II — zbioru pustego lub zbioru R jako
zbioru rozwigzan nieréwnosci przyznajemy ¢ punktéw za III etap.
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2. W przypadku otrzymania w II etapie zbioru rozwigzan, bedacego podzbiorem lub
nadzbiorcm zbioru rozwigzan z | ctapu przyznajemy 0 punktéw za 1l1 ctap.

3. W przypadku rozwigzania z bledami, nieprzekre§lajacymi poprawnoéei rozumowania, za
ostalni etap przyznajemy 1 punkt jedynie wowczas, gdy zdajacy poprawnie wykona etap 1
1 popetnia bledy w rozwigzaniu nieréwnodci z etapu II lub gdy popelnia bledy w etapie I
i dobrze rozwiaze etap Il (uwaga 3. ma zastosowanie, gdy nic zachodzg przypadki 1.1 2.).

Preykladowe rozwigzanie
Na to, aby funkcja kwadratowa fmiata dwa r6zne pierwiastki tzeczywiste potrzeba i wystarcza,

zeby spetnione byly nasigpujgee warunki: 2m+120 oraz A> 0. Zatem m # —% oraz

(m+2) —4(2m+1)(m=3)>0,
m +4m+4-4(2m" —5m-3) >0,
—Tm* +24m+16>0,
Tt +28m—4m+16>0,
—Tm{m—4)—4(m—4)>0,
—(m—4)(Tm+4)>0
me (—%,4).
Warunek (x, —x, )2 =>1-5x,x, mozemy zapisa¢ w postaci rOwnowaznej
x?—2xx +x,” 21-5x3x,,
(x, 41, ) —dxx, 21-5xx,,
(x,+x,) +xx,-120.
Z¢ wzorow Viete’a otrzymujemy

[_("’”)T+ ™3 120,

2m+1 2m+1

2

(m+2)" +(m=3)(2Zm +1)—(2m +1)

- >0,
(2m+l)‘
mrdm+442m° —5m—3—4m’ —4m—1 >0
(2m+1)2 -
—m" —3m >0
(2m+1)

me{—S,—%)u(—%,O )
W rezullacie wszystkie warunki zadania s3 spetmione dla
m i—% ime (—%,4) ime (—5,—l)u(—l (}},

czylidla me (—%,—%) U(—%,O) .
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Zadanie 10. (0-3)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
TTT. Modelowanie 1 kombinatoryka. Zdajacy wykotzystije wzory na liczhe
matematyczne. permutacji, kombinacji 1 wariacji do zliczania obiektow

w sytuacjach kombinatorycznych, (R10.a),

Schemat punktowania

Rozwiazanie pelne w3 P
Zdajacy obliczy szukane prawdopodobieiistwo: £(4) = % .

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .. . . w2 Po
Zdajacy

e obliczy |Q2|=9-9-9=729 i zapisze, Z¢ zdarzeniami clementarnymi sprzyjajacymi
zdarzeniu 4 sa ciggi postaci: (a.b,a), {a,a,b), (b.a,a), gdzie a,be {1.2,3,4,5,6,7.8,9}
ia#h

albo
o obliczy [@]=9-9-9=729 i |4/=9-8-3=216 lub |4|=(3 }-6=216

1 na tym zakonczy lub dalej popelnia blgdy.

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep ... v 1.

Zdajacy
s obliczy |Q| =9.9.9=729

albo
e zapisze, z¢ zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi zdarzeniu A sg ciagi postaci;

(a,b,a), (a.a,b), (b,a,a)}, gdzie a,be {1,2,3,4,5,6,7,8.9} L azb,
i na tym zakonczy lub dalej popetnia blgdy.

Przykladowe rozwigzanie

Jest to model klasyczny Zbidr wszystkich zdarzen elementarnych €2 jest zbiorem wszystkich
ciggow (a.b,c), gdzie a.h,ce{1,2.3,4,5,6,7.8,9} . Zatem |Q]=9-9-9=729.

Nicch A oznacza zdarzenic polegajace na tym, Zc dokladnic dwic sposrdd trzech wylosowanych
liczb beda réwne.

Zdarzeniu 4 sprzyjajg wszystkie zdarzenia elementarne postaci (a,b,a), (a,a,b), (h,a,a},
gdzie a,he{1,2,3,4,5,6,7,8,9} 1 a=b. Ciagow kazdej z tych postaci jest 9-8-1. Zatem

liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A jest rowna

‘A| =9.8.3.
Prawdopodobicnstwo zdarzenia 4 jest rowne
A §-
p(ay_983_ 8
Q 9-9-9 27
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Zadanie 11. (0-6)

9. Stereometria, Zdajacy wyznacza zwiazkl miarowe
w wieloscianach i brytach obrotowych z zastosowaniem
trygonometrii (9.b).

IV. Uzycic i tworzenic
strategii.

Schemat punktowania

Rozwiazanie pelne . 6 p.

Zdajacy obliczy pole powierzchni catkowitej ostroshupa: P =1416.

Rozwiazanie prawie pelne ...... wee 3P
Zdajacy
* obliczy wysokoéci Scian bocznych ostroshupa, zapisze wzér na pole powierzchni
catkowitej ostrostupa: A, =15 i A, =20 ina tym zakoficzy lub dalej popehnia biedy

albo
# obliczy pole powierzchni catkowitej ostroshipa, popelniajgc w trakcie rozwigzania
bi¢dy rachunkowe.,
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .. . 4p.

Zdajacy obliczy wysoko&¢ ostrostupa: 2 =12 i na tym zakoficzy lub dalej popetnia btedy.

Uwaga
Jesli zdajacy zapisze rownanic z nicwiadomg A (lub tgar lub tgff) i na tym poprzestanic, to

otrzymuje 3 punkty.

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep ... . . we 2P0
Zdajacy wyznaczy tangensy obu katow ¢ 1 § w zalcznosci od wysokosci ostrostupa oraz
zapisze zaleznoéé iniedzy tangensami tych katow: tga = g , tgfi= 1}_16 , tgff = %

g

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.
Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania ..... w 1p.
Zdajgey

* wyznaczy tangens jednego z katéw & lub f w zalezno§ci od wysoko$ci ostrostupa:

h h
tpar=—, tgffi=—
ga=y gl v

albo

s zapisze zalemos¢ migdey tangensami kgowa 1 B, np.; 1gf = —
g

1 na tym zakonezy lub dalej popetnia biedy.

Uwaga

Jezeli zdajacy prowadzi poprawne rozumowanie, w kidrym przyjmuje, Ze katy o 1§ sg dane,
ale nie sprawdza, czy spelniajg warunek: & + £ = 90°, to mozZe otrzymac co najwyzej 4 punkty
za cale rozwigzanie.
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Przykladowe rozwigzanie

Ponicwaz przcciwlcgle Sciany boczne ABS 1 CDS sg nachylone do plaszczyzny podstawy
ostroshupa pod tym samym katem, wiec trojkat FFS, w ktorym wierzchotki E 1 F to rzuty
prostokgine punkiu S na proste odpowiednio 48 1 CD, jest rOwnoramienny, Stad wynika, ze
spodek (2 wysokoscl SQ ostroshupa lezy na osi symetrii prostokgta ARCD przechodzgcej przez
srodki bokéw BC 1 AD. Tak samo wnioskujemy, ze O lezy na osi symetrii prostokgta ABCD
przcchodzace przez srodki bokow A8 1 CD. Zatem (3 to srodek symetrii podstawy ostrostupa,
a punkty £, M, IV 1 N sa srodkami krawedzi tej podstawy. Pozostale oznaczenia przyjmijmy jak
na rysunku.

S
/]
z
f
r
2
[4
f
?
f
J‘ h h”
3
¥
/
D
P ~ _-----F' 7 — C
NI’)B )6
it 20 M
A E R

Dtugosci odcinkow MO i EO sa réwne [MO| = 5|4B|=16 i |EO|=3|BC|=9.
Z definicji tangensa kata ostrego w trdjkacic £0S 1 w trojkacic MOS otrzymujemy

t&’_iitﬂ_i
T I 177
h . h
tgx=— i tgfi=—.
ga=oitgf=r
Ponicwaz o+ =90°, wige tgf =tg(90°— o) =%. Stad
g
tgx-tghi=1,
b h_
916 '
h*=9.16,
h=3-4=12.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatéw EOS 1 MOS otrzymujemy
B2 =|EO[ +h* i h}? =|NO[' +#,
A =9"+12" =81+144=225 1 b, =16 +12° =256 +144 =400,
h, =151k =20.
Pole powierzchni catkowitej ostroshupa jest rdwne
Po=Puon+2Py +2P, =18-3242.4.32.1542.4.18- 20 = 1416
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