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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

Egzaminatorze!

Ocenia) prace zdajacych uczeiwie 1 2 zaangazowaniemn,

Stosuj przyjete zasady oceniania w sposéb obiektywny. Pamictaj, ze kazda
merytorycznie poprawna odpowiedz, spetniajgca warunki okre§lone w poleceniu, musi
zosta¢ pozytywnie oceniona, nawet jezeli nie zostala przewidziana w przyktadowych
odpowiedziach w zasadach oceniania.

Konsultuj niejednoznaczne rozwigzania zadan 2z innymi egzaminatorami lub
przewodniczacym zespohu egzaminatorow. W przypadku niemoznosci osiggnigcia
wspodlnego stanowiska, rozstrzygajcie na korzysc zdajacego.

Przyznajac punkty, nie kieryj si¢ emocjami.

Informuy przewodniczacego o wszystkich nieprawidlowosdciach zaistnialych w trakcie
oceniania, w tym podejrzen o niesamodzielnosé w pisaniu pracy.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
poz iom rozszerzony

Numer zadania 1 2 3 4

Odpowiedz D|C|C | B

Klucz punktowania zadan kodowanych
Zadanie 5. (0-2)

Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego (a,, ) , okreslonego dla n>1,
jest rowna 2, a suma kwadratéw wszystkich wyrazow tego ciggu jest rowna 3. Oblicz iloraz
ciggu (a”).

W kratki ponizej wpisz kolejno — od lewej do prawej — cyfre jednosci, czgsci dziesigtnych
1 setnych otrzymanego wyniku.

Przykladowe rozwigzanie

: o ; i a
Suma wszystkich wyrazow ciagu (a, )_]CSt réwna 2, zatem ]—' =2.
—-q
. P i . a;
Suma kwadratéw wszystkich wyrazow ciggu (a") jest réwna 3, a zatem I =3,
—_ q"

Stad wynika, ze 7¢* =8¢ +1=0.

: ., : 1
Rozwigzaniami rownania sg g = = lub g=1.
Rozwiazanie ¢ =1 jest sprzeczne, poniewaz nie spelnia warunku zbieznosci nieskonczonego

ciagu geometrycznego |g[<1. Zatem g = é» =0,(142857).

Zad 5.

Of11]4

Zadanie 6. (0-3)
Pierwszy wyraz ciagu (a, ), okreslonego dla n>1, jest rowny 2. Wszystkie wyrazy tego ciagu

spehniaja warunek a, =3-a,., +n’. Oblicz sum¢ @, +a, +a; .

Rozwigzanie
Wyznaczamy kolejno wyrazy;
1

dla n=1 otrzymujemy: a, =3-a,+1,czyli a, =—,
) -3
dla n =2 otrzymujemy: a,=3-a,+4,czyli a,= —%.

Stad a1+a,+a1=2+l—u=1—0-.
Sl 3 9 9
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
fJ(}Zf.O??I rozszerzony

Schemat oceniania

Zdajacy otrzymuje ...

gdy obliczy drugi wyraz ciagu (a,): a, =%
Zdajacy OtEIYMUJE wscsmissssanmassisss
gdy obliczy trzeci wyraz ciagu (a,): a, = —%

Zdajacy otrzymuje ...

gdy obliczy sum¢ a, +a, +a, = %

Zadanie 7. (0-3)

Dany jest czworokgt wypukty, ktorego kolejnymi wierzchotkami sg punkty A, B, C i D.

Wykaz, ze jezeli |[«ADB|=|«<ACB, to |«<BAC|=|«BDC|.

Przykladowe sposoby rozwiazania zadania
I sposob
Niech a = |AB| , o= ‘{ACB‘ = ‘{ADB‘ , I — promien okregu opisanego na trojkacie ACB ,

¥, — promien okregu opisanego na trojkacie ADB.

Z twierdzenia sinusow dla trojkata ACB i dla trojkata ADC wynika, ze

48 48
————=27 oraz — =2r,,
sin<ACB sin<ADB
czyli
2 25 0raz 2 _=2;.
SN sSin ¢

Stad wynika, ze 1}, =1,.
Poniewaz odcinek AB jest wspolnym bokiem trojkatow ACB i ADB, wigc srodki okregow

opisanych na tych trojkatach leza na symetralnej tego boku. Z faktu, ze czworokat ABCD jest

wypuktly, wynika natomiast, ze punkty C i D lezg po tej samej stronie prostej AB.
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
poziom reIsIeriony

Stad i z roéwnosci /| = K, wynika, ze srodki obu tych okregdw pokrywajg sig, co oznacza, e
okrag opisany na trdjkacic ACB jest jednoczesdnic okrggicm opisanym na trojkacic ADB.
D

Jest to wigc okrag opisany na czworokacie ABCD. Katy BAC 1 BDC s3 rowne, gdyz sg to katy
wpisanc w ten okrag, oparte na tym samym fuku BC. To konczy dowod.

Schemat punktowania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorvimn jest istotny postep ... w1 pkt

Zdajacy wykaze, 7ze promienie okregdw opisanych na trjkatach ACB i ADB sa réwne.

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania .. .2 pkt

Zdajacy uzasadni, ze na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag.

Uwaga

Jezeli zdajgey » faktu, ze promienie okrggdw opisanych na irdjkatach ACB i ADB sa réwne
oraz z faktu, ze érodki tych okregdéw lezg na tej samej prostej, wywnioskuje, ze okrggi opisane
na trojkatach ACB i ADB pokrywajgq sig, to otrzymuje 2 punkty.

Rozwiazanie pelne w3 pkt

Zdajacy uzasadni, ze katy BAC 1 BDC sg rowne.

11 sposdb
Miejscem geometrycznym punktéw, z ktérych odcinek AB widaé pod tym samym katem

Q= ‘<EACB‘ = |<1‘ADB| , jest suma tukow (bez koncow) A48 okregow, ktoryeh ten odeinek jest

wspolng cigciwag, przy czym huk leZacy po jednej stronie prostej AB jest symetryczny do tuku
lezaccgo po drugicy stronic (¢ prostc).
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
poziom reIsIeriony

Wierzchotki C'i DD czworokgta ABCD leza na jednym z tych tukow, gdyz czworokat ten jest
wypukly.
Oznacza to, Zc na czworokacic ABCD mozna opisac okrag.

D

Katy BAC i BDC sy réwne, gdyz sg to katy wpisane w ten okrag, oparte na tym samym tuku
BC. To konczy dowdd,
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
fJ(}Zi‘IOHI rozszerzony

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........ccoeeieininnnnnnnnnniisssemsiseen 2 pkt

Zdajacy uzasadni, ze na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag, odwotujac si¢ do miejsca
geometrycznego punktéw, z ktérych odcinek AB wida¢ pod tym samym katem

a =|<ACB|=|<ADB|.

Uwaga

Jezeli zdajacy z faktu, Ze promienie okrggdéw opisanych na trojkatach ACB i ADB sg rowne
oraz z faktu, ze $rodki tych okregdw leza na tej samej prostej, wywnioskuje, ze okregi opisane
na trojkatach ACB i ADB pokrywajg sig, to otrzymuje 2 punkty.

Rozwigzanie pelne .... 3 pkt

Zdajacy uzasadni, ze katy BAC i BDC s3 rowne .

Zadanie 8. (0-3)
Wykaz, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie n° —3n* —n+3 jest podzielne przez 16.

Rozwigzanie (I sposéb)

Przeksztalcamy wyrazenie n’ —3n* —n+3 réwnowaznie w nastgpujacy sposob

n*-(n-3)- (n 3)

(n#1)(n

(n*=1)-(r® +1) (n-3)

(n=1)-(n+1)-(n*+1)-(n-3)

Liczba n jest nieparzysta wigc liczby (n—l),(n+1),(n2 +I)(n—3) sa parzyste zatem ich

iloczyn jest podzielny przez 2*. Wyrazenie jest suma dwoch skladnikow podzielnych przez 16
wigc jest podzielne przez 16.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy zapisze wyrazenie w postaci: (n4 —l)- (n —3)+ 16.
Zdajacy otrzymuje ........ R R AR KR PRY SE ANRE ESESH S SR 2p.

gdy zapisze nierownos$¢ w postaci: (H —l)- (n + l)- (n2 + 1)- (n —3)+16 i nie uzasadni
podzielnosci przez 16.

ZURBCY DALIYIIUIE suveeimoiesmsssarisosenossosiuns o essmiassioses e s s sk s st oss s e poekbss 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Rozwigzanie (II sposéb)
Poniewaz liczba n jest nieparzysta mozemy zapisa¢ ja w postaci 2k+1, gdzie k jest liczbg
catkowity.

Wyrazenie n’ —3n' —n+3 przyjmuje postac:
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
poz iom rozszerzony

5 4
(2k+1)" -3(2k+1)" —(2k+1)+3.
Po przeksztalceniu wyrazenia rownowaznie otrzymujemy
32n® +32n* —16n" —32n*> —16n+16,

stad wyrazenie mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu 16(2?15 +2n' —n’ - 2m* —n+ 1), ktéry jako
loczyn liczby 16 oraz catkowitej liczby (2?15 +2n' -0’ -2n* -n+ 1) jest podzielny przez 16.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

ZASIRCY OITIVIIIIC isiisiivsiicminiinssrisiioemminsinamamsiisssosmimareomimsis s i At s s 1p.

gdy zapisze wraz z odpowiednimi zalozeniami wyrazenie (2/( + l)5 —3(2]( + 1)"t - (2/{ + 1)+ 19
przeksztalci poprawnie przynajmniej jedno z wyrazen.

(2k +1) =32n° +80n* +80n" + 401> +10n + 1 1ub
(2k +1)" =16n" +32n° + 24n” + 8n +1.
ZORIRCY OIXZTYMMIE csiscsccsossasssssisroononcarsssasssnn R SRS VA C R PR ORI SRR 2p.

gdy doprowadzi wyrazenie do postaci 32a° +32n* —16n° —32n* —16n +16 i nie uzasadni,
ze to wyrazenie jest podzielne przez 16.

SORINCY DAEEFIENEE wsnvmsmsssmammmssssmmsnssintts RPRTR T CH SRR 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadanie 9. (0-4)
Rozwiaz rownanie 4sin’ x+sin 2x = 2sin® x- (2cos x+ l).

Rozwigzanie (I sposob)
Przeksztalcamy réwnanie rOwnowaznie:
4sin® x + 2sin xcos x = 4sin” xcos x + 2sin” x

-3 . -2 . 2
4s8in” x+2sinxcosx—4sin” xcosx—2sin” x=0
ZSinx(Zsinzx+cosx—2sinxcosx—sinx)=0
Stad otrzymujemy alternatywe
sinx=0 lub 2sin’ x +cos x —2sin xcos x —sin x =0

sinx =0 lub 2sinx(sinx—cosx)+cosx—sinx=0
sinx=0 lub (sinx—cos x)(2sinx—1)=0

Zatem

. . : 1
sin x=0 lub sinx=cosx lub Smx:i

Zauwazmy, ze drugie rOwnanie tej alternatywy jest rOownowazne réwnaniu tgx=1.
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

Gdyby zachodzilo cos x =0, to otrzymalibysmy rownosé sin x = (4, a to byloby sprzeczne
z toZzsamosciy sin’ v 1 cos? x =1 . Ostatecznie zapisujemy cztery serie rozwigzan podanego
réwnania:

x=kr lub x= %+ ka lub x= %+ 2k lubx= %+ 2k, gdzie k oznacza liczbe catkowity.

Schemat punktowania I sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktorvm postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania

..Il..ll..tllt.ll.ll‘ll.ttll..ll...ll.‘ll.ttlll‘ll...lll‘ll.ttll.‘ll...ll..ll.ttll..ll...ll..l'.tll..ll...llp.

Zdajacy zapisze dane réwnanie w postaci iloczynu, np.

2sir.1x(2s.inrz X+ cosx—28in xcos x —sin .r) =0
1 na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.
Rozwiazanie, w ktérym jest istotny

postep‘..l.tl.ll.QlliilIO..IICO.IO..Il..lll.QlltlllOOQIIOOlIO..IICO.IO..Il..lll.QIICODIOOQIIODIOOOIl.‘lt zp.

Zdajacy zapisze dane réwnanie w postaci iloczynn

(Sjn‘3 x —Sin x - cos ).')(2sin x—1)=0 lub (231113 X —sin2x)(2sin x-1)=0
1 na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.
Pokonanie zasadniczych trudnoSci

zadanialnttoot.lo.looollao.loa.lott.loa.looo.loa.lott.loa.looo.loa.lott.loa.looo.loa.lott.lo.looolloo.lonspl

Zdajacy poprawnie rozwigze dwa sposrdd trzech réwnan:

sinx=0, 2sinx-1=0, sinx—cosx=0
1 ha tym zakonczy lub dalg) popelni biedy .
Rozwiazanie
pﬂnel..'..l'.l‘.'.l'..lll..l'..l.l“.ll.ll..llIl.l'..llIl.l'..l'Il.ll..ll-l.l'..l'Il.ll..llIl"..ll.l‘l".l4pl
Zdajacy zapisze cztery serie rozwigzan danego rOwnania:
x=kx lub = %4- 2kx lub « =5?ﬁ+ 2kx lub x =%+ ko, gdzie k oznacza liczbe

calkowita.

Rozwigzanie (II sposdb)

Przeksztalcamy réwnanic réwnowaznic:

3 2

4sin® x+ 2sin xcos x — 4sin> xcas x+ 2sin? x
.3 . .2 .7

dsin” x+2sinxcosx—4sin” xcosx—-2sin" x=0

2sinx(2sinzx+cosx—2sinxcosx—sinx)=()

Stad otrzymujemy alternatywe
sinx =0 lub 2sin* x +cosx—2sinxcosx—sinx =0
Réwnanie 2sin® x+cos x —2sin xcos x—sin x — 0 Zapisujemy w postaci

] .
2sin” x—(2r:osx+1]smx+cosx =0

1 tozwigznjemy je tak samo jak réwnanie kwadratowe z niewiadoma sin x 1 parametrem
COs .x.

Otrzymujemy wtedy wyrdznik A = (2 COS ,\:—1")2 oraz dwa rozwigzania:
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

2cusx+1—|2cusx—1| Zcosx+l+|2c05x—1|

lub sinx =
4 4

Jesli COS.X 2% , to ofrzymujemy rozwigzania sinx = % lub sinx =cos x. Zatem w tym

sinx =

przypadku

x=Z 4 2kx lub x=" 4 2kx
6 4

Jesli zas CO8X < % , to otrzymujemy rozwigzania sinx = cos x lub sinx = % W tym przypadku
.x=§7r+2k7r lub x=£;r+2k;r .
4 6
Ostatceznic moZemy zapisac cztery scric rozwigzan podancgo rdwnania:

x=kz lub x= "_;. vk ub x= ? 4+ 2k Iub x= %ﬂ 2k7 , edzie k oznacza liczbe
D

catkowitg.

Schemat punktowania 11 sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwiazania zadania

Zdajacy zapisze danc rdwnanic w postaci iloczynu, np.

2

2sin x(QSin Xx+cosx—2sin xcosx—sin x)=0

1 na tym zakonczy lub dalcj popelni blgdy.
Rozwiazanie, w ktérvm jest istotny

postcp..lDl.l.llIlIl0.ll.llIl..ll.llIl..ll.l‘Il..ll.l‘Il0.ll.llIl..ll.llIl..ll.l‘Il..ll.llll.ll..l!l..ll zp-

Zdajacy zapisze réwnanie 2sin? x + cos x—2sin xcos x—sin x — 0 W postaci

. 2 .
2sin” x—(2cos x+1)sinx+cosx=0,

obliczy wyrdznik tréjmianu kwadratowego z lewej strony réwnania A = (2 cosx— l)2 1 zapisze
dwa rozwigzania tego rOwnania
2005x+1—|2cosx—1| ) Zcosx+1+|2005x—1|

lub sinx= -

4 4
1 na tym zakonczy lub dalej popelni biedy.

sinx =
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

Pokonanie zasadniczych trudnosci
b 75T 1) T TR U 3p.
Zdajacy rozpatrzy poprawnie jeden z przypadkow:

e joili COS¥2% 1o SiNX¥=1 lub sinx=cosx.

Zatem w tym przypadku x = ; 1:2km lub x = % + 2k
h]

albo

. ]CSll Zas COSI<'§, to sin x=cosx lub Sinx:%'

Zatem w tym przypadku x = %;r + 2kx lub x= ;zr + 2k
D

1 na tym zakonczy lub dalej popelni bledy .

Rozwiazanie

Zdajacy zapiszc cztery scric rozwigzan dancgo rownania:

x=ks lub x:%—i—lkﬁ' lub x:s?ﬁ-i—Zkﬂ' lub x=%+kﬁ, gdzie k oznacza liczbe

catkowity.
Uwagi:

1. Jezeli zdajacy dzieli obie strony réwnania przez sin x lub przez (2 sin x — l] , bez
zapisania odpowicdnicgo komentarza opisujgccgo przypadki sin x =0 oraz 2sinx—-1=0
, to za cale rozwigzanie moze otrzymaé najwyzej 2 punkty.

2. Jczeli zdajaey dzicli obic strony réwnania przez sin x i przez [2 sin x—l) . bez zapisania
odpowiedniego komentarza opisujgcego przypadki sinx =0 oraz 2sinx—1=0,1t0 za
cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktaw.

3. Jezeli zdajacy w rozwigzaniach nie uwzgledni okresowosel funkgji trygonometrycznych
i zapisuje przyktadowe rozwigzania 7 kazdej serii, np. x=0, x=£, x=27, x=Z 1o
mozc otrzymacé co najwyze] 3 punkty.

4. Jezeli zdajacy stosuje w rozwiazaniu falszywe réwnosci, np. cos x=+1—sin’ x, to za
cale rozwigzanie moze otrzymacd najwyzej 2 punkty, o ile wezedniej nie nabyl praw do 3
punktéw.

5. Jezeli zdajacy stosuje w rozwigzaniu réwnos¢é SinXx-cos x = tgx .cos” x , bez
odpowiedniego komentarza, to za cale rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 3
punkty.

6. Jezeli zdajacy podeczas doprowadzania rdéwnania do postaci iloczynu stosuje nieistnigjace

»WZory” skréconcgo mnozenia, np.
(a—b—c+af)2 =a+6%+c*+d? lub 2° +b° =(a+b)(a2 +h2),

to za cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktdw, o ile wezesniej nie nabyt praw do 1
punktu.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
fJ(}Zf.O??I rozszerzony

Zadanie 10. (0-4)
Dla pewnych liczb rzeczywistych @ >1, b>1 i N>1 jest spelniona rownos¢

3
log »,, N = %-(log“ N+log, N).
Wyznacz wszystkie wartosci wyrazenia log,, b .

Rozwigzanie
Wprowadzamy jednakowa podstawe @ dla logarytmdw i otrzymujemy:

N 1
20log, :3[1% v 4 Jog, N]

log, (a 2b) log, b
Poniewaz log, N # 0, wigc powyzsza rownos¢ jest rownowazna rownosci
20 3
=3+
2+log, b log, b

Zapisujemy zatem kolejno:
20log, b=3log, b(2+log,b)+3(2+log,b)
3(log, b)’ ~11log, b +6=0.

To rownanie ma dwa rozwigzania log, b =31ub log_b =—§—, bedace poszukiwanymi

wartosciami wyrazenia log, b.

Schemat punktowania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwiazania zadania

............................................................................................................. 1p.
Zdajacy zapisze podang rownos¢ w postaci 20log, V. = 3[loga N + log, N]

log, (azb) log, b
1 na tym zakonczy lub dalej popelni biedy.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep
.............................................................................................................. 2p.

Zdajacy zapisze rownanie wymierne z niewiadomg log, b.
20
=34 .
2+log, b log, b
i na tym zakonczy lub dalej popelni biedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci
ZAQANMIA ciieraeinnarinrisnsssassissssansssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassns 3p.
Zdajacy przeksztalci powyzsze rownanie do postaci rownania kwadratowego, np.

20log, b=3log, b(2+log, b)+3(2+log,b)
1 na tym zakonczy lub dalej popelni biedy.

Rozwiazanie
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

Zdajacy rozwigze powyzsze rOwnanie 1 zapisze, 7e szukane wyrazenie przyjmuje dwie
wartosci:

log,b=31ub log, b=

| b

Uwagi:
I. Akceptujemy zapisanie odpowiedzi w postaci: log, a =% lub log, a= %
2. Jesli zdajacy pominie kwadrat w wyrazeniu logazb N irozwigze zadanie
konsekwentnie do kofica, otrzymujgc odpowiedz: log, b= ]—;- . to otrzymuje 2 punkty.
3. Jesli zdajacy korzysta w rozwigzaniu z falszywych rownosci, np. log ., N=1log, N,
to otrzymuje 0 punktéw, chyba zc wezesnic) nabyl praw do 1 punktu.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
poz iom rozszerzony

Zadanie 11. (0-5)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru /7, dla ktorych nieréwnos¢

(m2 + -4!::-'.—5)-).‘2 +2x>2mx—2

jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej X.

Rozwiazanie

Zapiszemy nierowno$¢ w nastgpujacej postaci

(n12 +4;1fs'*.'—5)-x2 +2x(1-m)+2>0

Zauwazamy, ze m° +4m-5=(m—1)(m+5). Wynika stad, ze nalezy rozwazy¢ dwie
sytuacje:
e nieroOwnos$¢ liniowa
1) Jesli m =1, to otrzymujemy nierowno$é¢ 2 > 0, ktora jest prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej X.
2) Jesli m=-5, to otrzymujemy nier6wnos$¢ 12x+2 > 0, ktora jest prawdziwa dla

kazdej liczby rzeczywistej x > —é.
e nierOwnos¢ kwadratowa
3) Jesli m=11 m=-5, to nalezy sprawdzi¢, kiedy zachodza jednocze$nie dwie
niero6wnosci:
a>0 1A<0,
gdzie a = (m = 1) (m+ 5) jest wspoltczynnikiem tréjmianu
( m? +4m —:3)-,;[2 +2x(1—m)+2 przy najwyzszej potedze zmiennej I, za$
A = b? —4ac jest wyr6éznikiem tego tréjmianu. Zapisujemy kolejno:
(m=1)(m+5)>0 & m<-5 lub m>1,

A=4(1-m)* —4(m—1)(m+5)-2=4(m—-1)’ —8(m—1)(m+5) = —4(m—1)(m+11)
~4(m—1)(m+ll)<0 < m<-=11lub m>1,

Zatem nierownos$ci a >0 1 A <0 zachodzg jednoczesnie dla m<—11 lub m>1.

Laczac wyniki z punktow 1) i 3), otrzymujemy odpowiedz ostateczng: m < —11 lub m=>1.

Schemat punktowania

Sktada si¢ on z dwdch czgsci.

Pierwsza, to rozpatrzenie przypadku nieréwnosci liniowej. Zdajacy moze za t¢ czes$¢
otrzyma¢ maksymalnie 2 punkty.

Druga, to rozpatrzenie przypadku nierownosci kwadratowej. Zdajacy moze za tg czgsé
otrzyma¢ maksymalnie 3 punkty.

Schemat punktowania czesci pierwszej

1 punkt przyznajemy zdajacemu, ktory zauwazy i zapisze, ze dla m =1 albo dla m=-5
podana nierownos¢ jest liniowa i poprawnie zbada jeden z tych przypadkéw.

2 punkty przyznajemy zdajacemu, ktory poprawnie okresli, ze dla m =1 nierdwnos¢ jest
prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej X, za$ dla m = -5 tak nie jest.
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

Schemat punktowania czesei drugiej
1 punkt przyznajemy zdajgcemu, ktory zapisze, Ze nieréwnos¢ kwadratowa jest prawdziwa
dla kazdcj liczby rzeczywistej I wtedy, gdy parametr # spelnia uklad nicrownosci
m?+dm-5>01A<0
albo

. . . A
m-+aAm—-5>01 Yy >0e gdzie v, = " da
a

2 punkty przyznajemy zdajacemu, ktdry poptawnie tozwigze jedng 7 dwach mierdwnodcei
m*+4m—5>0 , ceyli (m=1)(m+5)>0 < m<=5 lub m>1
Tnb
A=-4{m-1)(m+11)<0
-4[m—1](m+1 l) <0 < m<-11 lub m>1
3 punkty przyznajemy zdajagecemu, ktdry poprawnic rozwiaze obie nicrdéwnosei a >0 1

A<
oraz
zapiszc koncowa odpowicdz do zadania: Dla s, < —11 Tub s =1 podana
nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej X,
Uwagi:

1. Jesh zdajacy w czedel drugie] rozwiazania zapisze jedynie nierdwnosé A < 1 mawel
bezblednie te nierdéwnosé rozwigze, to za te cz¢s¢ otrzymuje (¢ punktow.
2. Jedli zdajacy zapisze w drugiej czedci rozwigzania uklad nierdéwnosci m® +4m—5=0 1

A<,

a nastgpnie konsekwentnie rozwigze ten uktad do konca, to za druga czgs¢ rozwigzania

moze otrzymad maksymalni¢ 1 punkt.

3. Jedli zdajacy w czedel drugiej rozwigzania zapisze uktad nierdwnoéci m® +4m—5>0 1

A>(Q,

a nastgpnie nawet bezblednie ten uklad rozwiaze, to za tg cz¢S¢ otrzymuje (0 punktow.
Jesli zdajgey zapisze w czgsei drugic) rozwigzania uklad nicréwnosci m? +4m—5> 0
1AL,

i konsekwentnie rozwigze t¢ czg§é do kofica, to za te czesé moze otrzymac
maksymalnie
2 punkty.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
poz iom rozszerzony

Zadanie 12. (0-6)

Punkt A :(—2,6) Jest wierzchotkiem rombu ABCD o polu 82,5. Przekatna BD zawiera sig

w prostej [ o rownaniu 2x— y—5=0. Wyznacz wspotrzgdne pozostaltych wierzchotkow tego
rombu.

Rozwigzanie (I sposéb)

Wyznaczamy rOwnanie prostej k zawierajgcej przekatng AC rombu (prosta k jest prostopadta
do prostej [, punkt A lezy na prostej k.
1
k:y=——x+5
=%
y=2x-35
Z uktadu réwnan 1 wyznaczamy wspotrzedne punktu S = (4, 3) (Srodek

y=——x+3J

symetrii rombu). Punkt § jest jednoczes$nie $rodkiem przekatnej AC, co pozwala obliczy¢
wspotrzedne wierzchotka C = (10,0).

Obliczamy dtugos¢ przekatnej |AC ‘ =65 , a nastepnie, wykorzystujac informacj¢ o polu
rombu, obliczamy dtugos¢ drugiej przekatnej.

%|AC|-‘BD[=82,5
%-6\/5—\813\:82,5
\BD\=%\/§

Punkty B oraz D leza na okregu o $rodku S = (4,3) i promieniu é|BD] = %JS_ oraz na

prostej I. Wyznaczamy ich wspotrzedne rozwigzujgc uktad rownan
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

2 121
x—4Y +(y=3) ===.5
(x-a) +(y-37 =2

y=2x-5
5 5 27 17
Ourzymuje nkly B=| —,—— | oraz D =| —,— |
zymujemy punkly [4 2]0{ [4 2}
Uwaga
Dhigosé odeinka AS mozZna obliczy¢ rownicz jako odleglos¢ punktu A od prostej /.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Zdajacy otrzymuje ...... - 1p.
gdy

* wyznaczy rownanie prostej
k:y= —lx +5
2
albo
*  WYZnaczy |AS| = %/g , jako odlegltos¢ punktu A od prostej { .
Zdajacy otrzymuje ...... S 2p.

gdy
» wyznaczy réwnanie prostej k: y = —%x+ 5 oraz obliczy wspolrzedne punktow

S =(4,3) oraz C = (10,0)
alho
» wyznaczy |AS|= 345 | jako odlegtosé punkiu A od proslej { oraz obliczy dtugosei

przekgtnych ‘AC ‘ =645 oraz |BD| =1—21J§ .

Zdajacy otrzymuje ...... S 3p.

gdy wyznaczy rdwnanie prostej k: v = —%x+ 5 oraz abliczy wspdhzgdne punkréow

S =(4, 3) oraz C=(10,0) i dfugos¢ przekatnej |BD| = 1?1\/5

Zdajacy otrzymuje ...... . 4p.
gdy zapisze uktad réwnan wystarczajacy do obliczenia wspéhrzednych punktéw B oraz D,
» 121
—4) 4+ (y-3) =——.5
o |G- (=2
y=2x-3
Zdajacy otrzymuje ...... . 5p.

gdy rozwigze zadanie do konca, popelniajge blad rachunkowy.,

Zdajacy otrzymuje ...... . 6 p.

gdy poprawnie rozwigze uklad réwnan 1 poda bezblednie odpowieds.
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

B=[§,—§},cz(1o,0), D:(ﬂ,ﬂj.
32 42

Rozwiazanie (11 sposob}

Wyznaczamy réwnanie prostej k: y = _%x + 5 oraz. obliczamy wspotrzgdne punktu

C= (10, 0) (jak w sposobie T). Zauwazamy, ze pole tréjkata ABC jest polowg pola rombu
ABCD i wynosi 41 % Wyznaczamy polc trojkata ARC w zalcznosci od wspdtrzednych punktu

8= (xs ’ J’B)
Pyise =|-0¥5 =32, +30)
Punkt B lezy na prostej I, wigc jego wspblrzedne spehiaja réwnanie tej prostej.
Rozwigzujemy uklad réwnan
|~6y, — 3%, +30}= 41%

¥y =2x,—5

) L ) . 5 5 27 17 . . ,

Rozwigzaniami uktadu sg dwie pary liczb 173 oraz FRENE Zauwazamy, z¢ takie
samc warunki spcinia punkt D (polc tréjkata ABD jest polowa pola rombu oraz punkt D lozy
na prostej /. Wyciggamy wniosck, Zc otrzymanc pary liczb to wspoélrzedne wicrzchotkdéw B
oraz D.
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania

Zdajacy otrzymuje ...... ressssassassenrans 1p.
gdy wyznaczy rownanie prosicj

k: )ﬂz—lx+5
N 2

Zdajacy otrzymuje ...... . 2p.
gdy

WYZNACZY TOWIANie prosiej & : v = —%x +5 oraz obliczy wspdlrzedne punktow § = (4, 3)
iC= (10,0).

Zdajacy otrzymuje ...... ressssassassenrans 3p.

gdy zauwazy, ze pole (rojkata ABC Jest potowy pola rombu ABCD 1 wynosi 41% i zapis«e

réwnanie |6y, —3x, +30| = 41&

Zdajg(.y OLFZYIIIUJE coveiiirsressesssirssosseossaisiosssssonsartssessssestsssosorsossisisossessssitnossassorsdtaitnossssssssiisses 4p.
gdy zapisze ukiad réwnan wystarczajacy do obliczenia wspohrzednych punktow Boraz D

‘—6y3—3x8+30|=41i

yp=2x,—35
Zdajacy otrzymuje ...... rrrsressesssrnes 5p.
gdv rozwigze zadanie do konca, popelniajac blad rachunkowy.
Zdajacy otrzymuje ...... veeserssassassasrns 6 p.

gdy poprawnie rozwigze uklad rownan 1 poda bezblednie odpowiedz

B :(11,-2l],c =(10,0), D :[63,81].
47 72 4’2

Rozwiazanie (III sposéh)
Ptzyjmijmy oznaczenie wspohzednych punktu €' = (xc, Ye ) Wyznaczamy wspdhrzedne
wektora AC =[x, +2,y,—6].
Wektor A¢ jest prostopadty do prostej 2x— y—5 =0 Istnieje zatem p e R, dla ktérego
AC= [2 Py— p]
Obliczamy dlugos¢ wektora A C jako podwojong odleglosé punktu A od prostej /.
AC=6{5
Wiedy (2[)]2 +(—p)2 =6v5 stad p=6 lub p=- 6.
Zatem
[0 +2, ¥ —6]=[12,-6] Tub [x. +2,y. -6]=[-12,6]
=(10,0), C,=(-14,12)

Odrzucamy drugie rozwiazanie (np. na podstawie obserwacji, ze §rodek odeinka AC, nie lezy
na prostej L. Dalej postepujemy, jak w I lub II sposobie.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
poz iom rozszerzony

Schemat oceniania II1 sposobu rozwigzania

Zdajacy otrzymuje ... 1p.

gdy zapisze AC = [Zp,—p] , AC= [xc +2,y, —6] oraz obliczy AC= 6\/5,

A0 LT AL . 2p.

gdy rozwigze réwnanie +/(2p) +(-p) = 65, wyznaczy wspotrzedne punktu
C = (10, 0) i uzasadni odrzucenie drugiego rozwigzania.

Dalsza cz¢$¢ rozwigzania oceniamy jak w sposobie I lub II.

Zadanie 13. (0-3)

Oblicz, ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze w zapisie dziesigtnym iloczyn
wszystkich cyfr kazdej z tych liczb jest rowny 28.

Rozwigzanie
Zauwazamy, ze naturalna liczba siedmiocyfrowa, w ktorej iloczyn wszystkich cyfr jest rowny

28 moze by¢ zbudowana z dwdch zestawow cyfr: pieé jedynek, jedna czworka i jedna siodemka
lub cztery jedynki dwie dwdjki i jedna siodemka.

Obliczamy ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych zbudowanych z cyfr: pie¢ jedynek,
jedna czworka i jedna siodemka.

Cyfr¢ 7 mozemy zapisa¢ na jednym z siedmiu miejsc, cyfr¢ 4 na jednym z sze$ciu miejsc,
a pozostate pi¢¢ miejsc wypetnia jedynki.

Stosujemy regule mnozenia: 7-6-1=42.
Obliczamy ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych zbudowanych z cyfr: cztery jedynki
dwie dwojki 1 jedna siodemka. Wybieramy najpierw miejsce dla cyfry 7, nastgpnie dwa miejsca
dla dwoch cyfr 2, a pozostate miejsca wypelnig jedynki.

; ; - 6
Stosujemy kolejny raz regule mnozenia: 7 (2] 1=7-15-1=105.
Teraz stosujemy regule dodawania: 42+105=147.

Jest 147 siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze iloczyn wszystkich ich cyfr w zapisie
dziesi¢tnym jest rowny 28.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
poz iom rozszerzony

Schemat oceniania

Zdajacy otrzymuje ... 1p.

gdy zapisze ze naturalna liczba siedmiocyfrowa, w ktdrej iloczyn wszystkich cyfr jest rowny
28 moze by¢ zbudowana z dwoch zestawow cyfr: pigé jedynek, jedna czworka i jedna
siodemka lub cztery jedynki dwie dwdjki i jedna si6demka.

Zdajacy otrzymuje 2p.

gdy obliczy ile jest liczb siedmiocyfrowych zbudowanych z cyfr: cztery jedynki dwie dwojki
1 jedna siédemka lub zbudowanych z cyfr: cztery jedynki dwie dwdjki i jedna siédemka:
odpowiednio 42 i 105.

Zdajacy otrzymuje ... 3p.

gdy obliczy, ze jest 147 siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze iloczyn wszystkich ich
cyfr w zapisie dziesi¢tnym jest rowny 28.

Zadanie 14. (0-6)
Dany jest romb ABCD. Przez wierzchotki B i D poprowadzono dwie proste rownolegle
przecinajace boki CD i AB — odpowiednio — w punktach M i N, tak, ze podzielily one ten romb

na trzy figury AND, NBMD, BCM o réwnych polach oraz ‘MBI = |ND‘ = ‘BD‘ (zobacz rysunek).

Oblicz cosinus kata ostrego tego rombu.

Przykladowe sposoby rozwiazania zadania
I sposob

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

Przekatna BD dzieli romb ABCD na dwa trojkaty o rownych polach, a jednoczes$nie dzieli
rownolegtobok BMDN na dwa trojkaty o rownych polach. Poniewaz pole tego
réwnolegloboku jest rowne polu trojkata AND, wigc pole trojkata AND jest dwa razy wigksze
od pola trojkata BDN. Trojkaty AND 1 BDN maja t¢ samg wysoko$¢ opuszczong

z wierzcholka D, wigc stosunek ich pol jest rowny stosunkowi dlugosci ich podstaw, czyli
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

|AN|=2|NB|.
Zatem |NB| :%.

Trojkat NBD jest rOwnoramienny, wigc spodek F jego wysokosci DF jest $rodkiem podstawy

NB . Stad wynika, ze |FB|=, wice \AF\W—%:%L, .

Z trojkata prostokgmego AFD otrzymujemy
|AF

cosa = =5 =
|AD| a

= W RV

Schemat punktowania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania ..., «1 pkt

Zdajacy
e zapisze, ze stosunck pél trojkatdow AND 1 BDN jest rowny stosunkowi dhugoéci ich
podstaw zawartych w prostej AB

e » zaznaczy wysokos¢ DF trojkata NBD 1 zapisze, z¢ odcinki NF 1 FB sg réwng
e e zapisze uklad rownan pozwalajacy wyznaczyé dlugo$é odeinka AN (lub NE)
w zaleznoéci od dhugosci boku rombu: Py, = a’sina i P, = %ax sin e
i Py =5 Puncr» 8dzie 3=[AN].
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .. w2 pkt

Zdajacy wyznaczy dhugoéc¢ odcinka AN (lub NB) w zaleznodci od dhugosci boku rombu:
2 1

AN|=—ua (|NB|==a ).

4¥]=2a (¥B=+a)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .. .3 pkt

Zdajacy wyznaczy dhugos¢ odcinka FB w zaleznosci od diugosci boku rombu lub wykorzysta

.. . pa AF
definicje cosinusa w trojkacie prostokatnym AFD: ‘ FB‘ = %a Iub cosar = ﬁ .
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .. w4 pkt
Zdajacy wyznaczy dlugosc odeinka £8 w zaleznosel od dlugoscl boku rombu 1 wykorzysta
. . fo . AF
definicj¢ cosinusa w trdjkacic prostokatniym AFD; ‘ }"B‘ = %a 1 cosa = %
s
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
poziom reIsIeriony

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) .. . pkt

Rozwiazanie pelne . . . w6 pkt

Zdajacy obliczy COSQ: cosa = i .

3

11 sposéh

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

Przekatna BD dzieli romb ABCD na dwa trojkaty o réwnyvch polach, a jednoczesnie dzieli
rdwnolcglobok BMDN na dwa trdjkaty o rownych polach. Ponicwaz polc tego
réwnolegloboku jest réwne polu trjkata AND, wigce pole trojkata AND jest dwa razy wigksze
od pola (rojkata BDN. Trojkaty AND i BDN maja (¢ sama wysoko$é opuszezona

z wierzchotka 1), wige stosunek ich pél jest réwny stosunkowi dhugosei ich podstaw, czyli

|AN|=2|NB].
Zatem |AN| =%a .

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkatéw ABD 1 AND otrzymujemy

2 2 2

|BD[" =|AB[ +|AD[|" ~2|AB|:|AD|cos ¢ orac |NDf = |AN[ +|AD[ - 2|AN|:|AD|cosa,
czyli
z 2 L2 , . 2 (2 JH 2 2
m =a*+u*—2a-acosa OrAZ m° = ;a +a —E-Ecz-acoso:,
m’=a’(2~2cosa) oraz m’ =a{%—%cosa}.
Stad

a’(2-2cosa)=a’ E—icu:)s;:c ,
9 3

13 4
2-2cosx=———coSx,
9 3

2
—Cosu =

3

»

O |t

COS¥ =—.
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

Uwaga
Obliczenie, jaka czescig boku rombu jest odcinek AN, mozemy tez wykonad, korzystajac ze
wzoru na pole trojkata P = %ub sin y . Niech ‘AN ‘ =X . Wtedy pole rombu ABCD jest rOwne

P, =d sing,
a pole trojkata AND jest réwne
1 .
P, =—axsing .
AND 2 ax
Pole trojkata AND to jedna trzecia pola rombu, wige

1 . 1, .
—axsing =—a sine .
2 3

Stad

Schemat punktowania TI sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelmego
rozwigzania zadania .... w1 pkt

Zdajacy
e zapisze, ze stosunek pél trojkatow AND 1 BDN jest rowny stosunkowi dhlugoéci ich
podstaw zawartych w proste) AB

albo
e zapisze dwa roOwnania wynikajace z twierdzenia cosinusdow dla trojkatow ABD
LAND: m* =a” +a* —2a-acosc, m™ =x"+a° —2-x-acosa , gdzie x = |AN‘
albo
e zapisze uklad rownan pozwalajgcy wyznaczyé dtugosé odeinka AN w zaleznodci od
Lo 2 o = . .
dhugosci boku rombu: Py, =a” S i P, = %axsma 1 P = %PABCD'
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ... .2 pkt

Zdajacy wyznaczy dlugosc odeinka AN (lub NB) w zalcznosei od dlugosci boku rombu:
2 1

AN|=Zga (|NB|==a).

av=2a (p)=La)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .. w3 pkt

Zdajacy 7apisze jedno z rdwnan, ktére pozwala obliczyé cosinus kata ostrego rombu:

. n . 13 4
- =a‘[2—21:()s a] lub m° =a” [g—gcosrx).

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .. .4 pkt

Zdajacy zapisze uklad rownan, pozwalajacy obliczy¢ cosinus kata ostrego rombu:

m’ =a’(2-2cos ) oraz m* =a’ (%—%cosaj.
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) ..

Rozwiazanie pelne

Zdajacy obliczy COSQ : cosa =

| th
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
poziom reIsIeriony

111 sposéh

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

Fg

Przckatna BD dzicli rownolcgtobok BMDN na dwa trdjkaty o rdwnych polach. Ponicwaz polc
tego réwnolegloboku to jedna trzecia pola rombu, wige pole trojkata NBD jest s76sty czedcia
pola rombu. Tréjkgt NBD jest rOwnoramienny, wiec jego wysoko§¢ DF dzieli go na dwa
trojkaty przystajace. Zatem pole trojkata £81) jest dwunastg czgécig pola rombu.

Przekatne rombu dziela go na cztery trojkgty przystajace, wige pole tréjkata SBA jest czwarta
czedeig pola rombu,

Zauwazmy teraz, ze trojkaty £BI i SBA sg podobne, gdyz oba sg prostokatne 1 majg wspdlny
kat ostry przy wierzchotku B. Skala s tego podobienstwa jest rowna

e |DB| _m
|AB| a’
Kwadrat skali tego podobienstwa jest rowny stosunkowi pol tych trojkatow, czyli

1
2 :h_lzpﬂ_l

Poi sl 3
Zatem
my _1
a 3
m ==a’
Stad m = £
g \[_’_) .
Z wojkata SBA otrzymujemy
o im 35 1

Ze wzoru na cosinus podwojonego kata mamy wigc

cosa =cos” E—sin® & m1-2sin* E o2 L] —1= 22
2 2 2
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
poziom reIsIeriony

IV sposéb

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

4 <g]

Przekgtna BD dzieli réwnoleglobok BMDN na dwa trojkaty o rownych polach oraz romb
ABCD na dwa trdjkaty o rdéwnych polach. Poniewaz pole tego rownolegloboku to jedna
trzecia pola rombu, wigc pole trojkata NBD jest trzecig czescia pola trdjkata BDA. Trojkaty
NBD i BDA s3 rébwnoramicnng i majg ten sam kat przy wicrzcholku B | a jest to kat przy
podstawie kazdego z tych trajkatow, wiee trojkaty te sa podobne. Skala s tego podobiefistwa
jest rowna

o |DB| _m
" |AB| @
Kwadrat skali tcgo podobicnstwa jest rdwny stosunkowi pol tych trojkatow, czyli

1l
&= Pysp _ 3 Lo :l

PHDA PHIJA 3 '
Zatem
)3
a 3’
mZ — 102 .
3

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata BDA otrzymujemy

2 2

|8D “+|AD[ -2|AB|-|AD|cos e,

=|AB

czyli

2 2 2
m=a +a —2a-acosa,

%a?' =a’(2-2cos)

1
—=2-2co8m,
3
2cos =§,
3
cosg =—.
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

Schemat punktowania III i I'V sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorvm postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigesania zadania ..., «1 pkt
Zdajacy

» zapiszc, Zc polc trojkgta FBD jest dwunastg czgseig pola rombu ABCD
albo

e zapisze, ze pole trojkata SBA jest czwarty cz¢écia pola rombu ABCD
albo

e zapisze, ze pole trojkata NBD jest trzecig czeéeia pola tréjkata BDA.
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ... .2 pkt
Zdajacy

e zapisze, Ze trojkaty £80) 1 SBA sq podobnei B, ]12 Popil By, = lPABw
albo

¢ zapisze, Ze trojkaty NBD 1 BDA sg podobne 1 P, ;an-
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .. .3 pkt
Zdajacy

e zapisze ukiad réwnan z niewiadomymi m, a, COS& , np.:
" l_ . »
mo= —a:" im =a*+a’—2a-acosa

lub

e obliczy wartos¢ dowolnej funkc)i trygonometryczng kqta 5 , Op. Slll

22(

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .. w4 pkt

Zdajacy
e zapisze uklad réwnan z niewiadomymi m, a, COS& , np.:

1 . Y )
e =;u.2 im*=a*14a*> 2a-acose

oraz

& obliczy wartos¢ dowolnej funkcji trygonometrycznej kqta — ., np.: sm

22\f

Rozwiazanic zadania do konca, lecz z usterkami, kidre jednak nie przekreS§laja
puprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .. we pkt

Rozwiazanie pelne .0 pkt

Zdajacy obliczy C03Q : cosg =

G‘\IUI
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Zasady oceniania rozwigzan zadan
poz iom rozszerzony

Zadanie 15. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie ostroshupy prawidlowe czworokatne, w ktoérych suma promienia
okrggu opisanego na podstawie i dlugosci krawegdzi bocznej jest réwna d. Wyznacz dhugosc
krawedzi podstawy tego z rozpatrywanych ostrostupow, ktory ma najwigksza objetosé. Oblicz
t¢ objgtosé.

Rozwigzanie (I sposob)

Wprowadzamy oznaczenia: r — promien okregu opisanego na podstawie ostrostupa,
b — krawedz boczna, a — krawgdz podstawy, H — wysokos$¢ ostrostupa.

Z zalezno$ci r+b=d wyznaczamy b=d —r . W trojkacie SCW stosujemy tw. Pitagorasa:
H?=b-r’=(b-r)(b+r)=d(b-r)=d(d-r-r)=d(d-2r)

skad wyznaczamy H =./d (d —2r).
d
Zauwazamy, ze r >0 oraz d —2r >0, czyli re (O,E) .

Wyznaczamy a w zaleznos$ci od r: a = r+/2 i zapisujemy objetos¢ ostrostupa w zaleznos$ci od
zmiennej r.

d
V(r)=2rt 2l 2ar =2JP 25 dlare[o,g).

. d
Rozwazamy funkcje pomocnicza f (r)=r"d* —2r’d , ktérej dziedzing jest przedzial [U,E) :

Aby znalez¢ maksimum lokalne tej funkcji, wyznaczamy jej pochodna
f'(r)=4r’d*-10r'd =2r'd (2d - 5r)

d
Jedynym miejscem zerowym z przedziatu [0,5] jest r :%d

(r =0 nie nalezy do dziedziny funkcji f).
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

Analizujemy monotonicznoéé funkeji f (np. na podstawie wykresn znaku pochodnej):

=Y. 2fi i+

. f 2 . - -
F(r)=0dare (O,Ed J (funkeja w tym przedziale roénie),

y 2.1
F(r)<0dlare [E d,EdJ (funkcja w Lym przedziale maleje).

Wnioskujemy, 7e funkcja osiaga maksimum lokalne dla » = gd . Z analizy monotoniczno$ci

funkcji w dziedzinie wynika, Ze jest to jednoczesnie najwigksza warto§¢ funkeji w dziedzinie.

Poniewaz funkcja g (x) =Jx jest funkcja rosnaca, funkcja V oraz funkcja f 3 rosnace

1 malcjgee w tych samych przedzialach 1 przyjmuja maksimum lokalnc dla tcgo samcgo
argnmentu.

242
Wobec tego, ostrostup ma najwickszg objetosc dla r= %d ,ezylidla @ =——d . Wysoko$é
3 5

tego ostrostupa jest rOwna H = |d [a’ - %d ] = gd .Szukana objetos¢ jest rowna

14 =ﬁd3.
375
22

Odp. Najwicksza objetosé ma ostrostup o krawedzi podstawy a = d , objetos¢ ta jest

réwna V =ﬁd3.
375

Schemat aceniania
Rozwigzanic zadania sklada si¢ z trzech ctapow.

Picrwszy ctap sklada si¢ z trzech czgsci:

a) wyznaczenie dhugosci krawedzi podstawy ostrostupa oraz wysokoéci w zaleznoéci
od dlugosci promienia okrggu opisancgo na podstawie

b) zapisanie objetosci ostrostupa juko funkcji zmiennej r: V (r)= % Jr'dt =-2r'd

d
c) okredlenic dziedziny funkeji Vi re (UEJ )

Za kazda z czgscl tego etlapu zdajacy otraymuje po 1 punkcie.
Drugi etap sklada si¢ z trzech czgsci:
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
poziom reIsIeriony

a) wprowadzenie funkcji pomocniczej f (r) =r'd*-2r'd i wyznaczenie pochodnej
f(r)=4r’d* =10r'd =24rd (2d - 5r)

b) obliczenie miejsca zerowego pochodnej r = %d ,

c) uzasadnienie, 7e dla r = %d funkcja f osiaga najwigksza warto$¢ oraz 7e dla takiej
5

wartodci promienia objetosé ostroshupa jest najwicksza.

Za poprawne rozwigzamie kazdej 7 czgSel tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czgs$¢ etapu zostata zrealizowana bezblgdnic.

Uwaga
Jezeli zdajacy nie wyznaczy dziedziny funkeji V, to nie moze otrzymaé punktu za ostatnig czgéc
elapu drugiego (uzasadnienie).
e Trzeci etap.
Obliczenic dlugosei krawgdzi podstawy ostroshipa o najwicksze] objgtosci:

242 NG e

a= —5 d . Wyznaczenie najwiekszej objstosei ostrashapa: V = ﬁ _

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.
Rozwigzanie (I1 sposéb)

W

N

a

Wprowadzamy oznaczenia, jak w I sposobie.
Z zaleinosci ¥ +bh=d wyznaczamy b=d —r. W trdjkacie SCW stosujemy tw. Pitagorasa:

H*=d(d-2r)/:d (d=0)

£=d—2r

Obliczamy pole podstawy ostrostupa p, = % .2r-2r = 27? oraz objeto$é
v=Lig=2. 11
3 3 4d-

V(H):#(d“H—zdgH'“ +H’)

(&*-H?) -H

Z warunkdw geometryczaych H >0 1 H < r+ & (nicrownosé trojkata w trojkacic SWC)
wyznaczamy dziedzing funkcji V-
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
poziom reIsIeriony

He (D,d )

Aby znalcz¢ maksimum lokalne t¢j funkcji, wyznaczamy jcj pochodng
r ]- 4 2 2 4

Vi(H) =5 (SH*—64°H* +d")

Obliczamy miejsca zerowe i analizujemy znak pochodne;j
V(H)=0<5H*-6d’H* +d" =0

H® =t

5t*—6d*t+d* =0

5
H=-

By ogd
5 5

-

2
Jedynym miejscem zerowym pochodnej w przedziale (O,d) jest A = %d )

_ 5
V/(H)>0 dla H < {(L% dJ (funkcja V w tym przedziale rosnie),

V5

V'(H)<0 dla H € (?d, d} (funkcja V w tym przedziale maleje).

5
Whioskujemy, ze funkcja V osigga maksimum lokalne dla H = %d . Z analizy

monotonicznodei funkeji V w dziedzinie wynika, 7e jest to jednoczeénie najwieksza wartodé
funkeji w preedziale (U,d )
242

5
Ostroshup ma najwigkszg objetodé dla H = ?a' ,ezylidla a= d . Najwicksza objetodé

S‘Eaﬁ.

jest rowna V =——

375

Schemat oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sig z trzech etapow.

Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czeéei:

a) wyznaczenie dtugosci promienia okrggu opisanego na podstawie ostrostupa oraz
pola podstawy w zaleznosci od dhugadci wysokoécl ostrostupa
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Zasady oceniania rozwiqzan zadan
paziom raisIeriony

b) zapisanie objetodei ostrostupa jako funkcji zmienne] -

V(H)= 6;2 (d'H-24"H+ H*)

¢) okredlenie dziedziny funkcji v: H (0,d).
Za kazda z czgsei tego etapu zdajacy otrzymuje po 1 punkcie.

Drugi ctap sklada sic z trzech czgdei:
a) wyznaczenie pochodnej
¢ _ 1 4 s B 1
14 [H)—6—dz-(5H —6d°H*+d") ,

TN , 3
b) obliczenie miejsca zerowego pochodnej H = ?d .

5
¢) uzasadnienie, ze dla ff = Td. objetosé ostrostupa jest najwicksza.

Za poprawne rozwiazanic kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia cz¢s¢ ctapu zostata zrealizowana bezblednic.
Uwaga
Jezceli zdajacy nic wyznaczy dziedziny funkcji V, to nic mozc otrzymac punktu za ostatnig czgsc
etapu drugiego (uzasadnienie).
s Trzeci etap.

Obliczenie dlugosci krawegdzi podstawy ostroshupa o najwigkszej objetosci:

W2 8\5

a=— d . Wyznaczenie najwickszej objelosci ostrostupa: V = ﬁd L

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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