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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — sesja dodatkowa 2021 r.

ZADANIA ZAMKNIETE

Nr
zadania

op. | D | D | B | D

ZADANIE OTWARTE (KODOWANE)

Zadanie 5. (0-2)

Zasady oceniania
2 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna, niepetna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
5 3 2

ZADANIA OTWARTE (NIEKODOWANE)

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni bfedy rachunkowe, ktére na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg inie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedow rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac co najwyzej (n— 1) punktéw (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktow za dane zadanie).

Zadanie 6. (0-3)

Zasady oceniania

ZAaJACY OrZYMUJE ieveieirrersnsmsssnsinmssssssssssessnssnsssssanssssenssssessnsssssnsssssssssssssssnsssssnsnsnsnsnsnnansns 1p.
. L 3log, 9+2 . _ ,
gdy podczas przeksztaicenia wyrazenia log; 54 Iub Tog, 9 poprawnie zastosuje wzor
2
na zamiane podstaw logarytmu lub logarytm iloczynu/ilorazu, lub logarytm potegi, np.:
10g2 54
log; 54 = , log, 9 = 2log, 3, log; 54 = log; 27 + log; 2
log, 3
ZAAJCY OWZVMUJC iisisisssinsisiisvsssisivinissinsmsnassissonssvesisnissnninsonivessinisinsaesssissssonnssissnvessivenive 2p.
i o 3log, 9+2 o . i
gdy przeksztatci wyrazenie log; 54 Ilub Tog, 9 lub oba te wyrazenia do takiej postaci,
2

z ktorej poprzez jednokrotne zastosowanie wzoru na zamiane podstaw logarytmu lub logarytm
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

iloczynu/ilorazu, lub logarytm potegi oraz ewentualne kilkukrotne przeksztatcenie wyrazenia
wymiernego uzyskuje sie teze.

ZAAJaCY OrZYMUJE ...eeeeeiieeecriiiricessasrmrssssarmresssssrasssssesannsssesnmsssssnmsssssasassssssnsnasssssssansssnsees 3p.
gdy, stosujgc poprawng metode, przeprowadzi petny dowod.

Uwaga:
3log, 9+2

Tog,9 popetnia

Jezeli zdajacy, przy rozpoczeciu przeksztatcania wyrazenia logs; 54 lub

btad rzeczowy (niepoprawnie zastosuje wzor na zamiane podstaw logarytmu lub logarytm
ilorazu/iloczynu, lub logarytm potegi), lecz w dalszej czesci rozwigzania kazdorazowo stosuje
te wzory poprawnie, to moze otrzymac za cate rozwigzanie co najwyzej 1 punkt.

Przykladowe peine rozwigzanie

Przeksztalcamy wyrazenie log; 54, stosujgc wzér na zamiane podstawy logarytmu:

log, 54
log, 3

log; 54 =

Stosujemy wzor na logarytm iloczynu i otrzymujemy:
log, 54 log,(27-2) log, 27 + log, 2
log, 3 B log, 3 - log, 3

Aby doprowadzi¢ do uzyskania w mianowniku wyrazenia log, 9, mnozymy licznik i mianownik
przez 2, a nastepnie korzystamy ze wzoru na logarytm potegi:

2-log;27+2-log, 2 log;3°+2 3log,9+2 3c+2
2 -log, 3 ~ log,9  log,9 = ¢

To nalezato wykazac.
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — sesja dodatkowa 2021 r.

Zadanie 7. (0-3)

Zasady oceniania

ZAAJACY OMWZYMUIO: civivwsivvivmmusvmas s v i v s s s e sy s v aaavey 1p.
gdy:

e zapisze, ze trojkat BEC jest podobny do tréjkgta BFH oraz zapisze zwigzek miedzy
wysokosciami tych trojkgtow opuszczonymi na prostg AB (lub zapisze zwigzek miedzy
polami tych trojkgtéw), np. : hgge = 3hgpy (lub Pgge = 9S)

ALBO

e zapisze, ze trojkat ADG jest podobny do tréjkata AEC oraz zapisze zwigzek miedzy
wysokosciami tych trojkgtow opuszczonymi na prostg AB (lub zapisze zwigzek miedzy
polami tych trojkatdéw), np. : hage = 2hapg (b Pagc = 4Papg)

ALBO
e zapisze zwigzek miedzy polami trojkatow AEC i EBC, np.: Pygc = %PEBC

ALBO
e zapisze, ze Pygc = 218 i Pggc = 9S.

Zdajgacy OrZYMUJE ..o s s e s e e e e e 2p.
gdy:
e zapisze zwiazki miedzy polami trojkatow ADG i AEC oraz AEC i EBC, np.:
P 4 .
ngz =7 | Pprec = 4Pape
ALBO
e zapisze zwiazki miedzy polami trojkatow BEC i BFH oraz AEC i EBC, np.:
E 4 .
P;ﬁz =i Pgec = 9Pgpy
ALBO

e zapisze zwigzki miedzy polami tréjkatow ADG i AEC oraz BEC i BFH, np.:
Papc = 4Papg | Ppec = 9Ppry
ALBO
e zapisze ukfad rownan z polem p trapezu DECG oraz polem g trojkata ADG jako
niewiadomymi, np.:

p+q=12S
+
pta_,
q
Zdajacy OIFZYIMUJE ..ottt e e e e te e e e e st e e e e e ensbeeeeaasnneeaaeennreanns 3p.

gdy przeprowadzi pelne, poprawne rozumowanie.

Uwaga:
Jesli zdajgcy wprowadza do rozwigzania dodatkowe zatozenia, nie wynikajgce z tresci
zadania, to otrzymuje 0 punktow, o ile nie nabyt praw do innej punktacii.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przykiadowe petne rozwigzania

Sposob 1.
Oznaczmy pole trojkgta FBH przez S, a dlugos¢ odcinka FB przez x. Zgodnie z trescig

zadania |AD| = |DE| = |EF| = 2|FB| = 2x.

A 2x D 2% E 2x F x B

Odcinki EC i FH sa rownolegte, wiec trojkgt EBC jest podobny do tréjkgta FBH na
podstawie cechy kkk podobienstwa trojkatéw. Z twierdzenia o stosunku pal figur podobnych
i warunkow zadania otrzymujemy

Pgpc ('EB|)2 - (33{)2 =9
Prgn |FB| X

PEBC = 95

wiec

Trojkaty EBC i AEC majg wspdlng wysokos$¢ h, poprowadzong z wierzchotka C. Zatem

1
5 |AE|-h  4x 4

Ppgc

Pgpe 1. :
5 |EB| - h

" 3x 3

wiec
4
Paec =§'PEBC = 12§
Odcinki DG i EC sa réwnolegte, wiec trojkat ADG jest podobny do tréjkgta AEC na

podstawie cechy kkk podobienstwa trojkgtéw. Z twierdzenia o stosunku pdl figur podobnych
i warunkow zadania otrzymujemy

Pic _ (IADI\* _ (Zx)z 1
Paec  \|AE|) ~— \4x) — 4

Pang =73+ Pagc =35

wiec

To nalezato wykazac.
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — sesja dodatkowa 2021 r.

Sposob 2.
Oznaczmy przez h wysokos¢ trojkgta BFH, natomiast przez a dlugo$¢ odcinka |FB]|.
Wtedy pole trojkata ABC jest rowne Pipc = % 7a - 3h = 218 oraz

PEgcz%'Ba'3h=9S.

Odcinki DG i EC sg rownolegte, wiec trojkat ADG jest podobny do trojkata AEC na

podstawie cechy kkk podobienstwa trojkatéow w skali k = 0,5. Niech pole trapezu DECG
bedzie rowne p, natomiast pole trojkata ADG bedzie rowne q.

Wtedy
p+q =128
+
i
q

Stad otrzymujemy p = 9§ oraz g = 3§, co jest tezg twierdzenia.

Zadanie 8. (0-4)
Zasady oceniania

Z2da)acy OWEYMUID: civvininmmimsmii i s e rievadams 1p.
gdy zapisze réwnanie w postaci, w ktorej wystepujg funkcje trygonometryczne tego samego

kata, np.: 2 cos? x — cosx = 2sinx cosx — sin x.

ZEARTHCK OMTRYINVIING it s 556 e Vs RV i MW RS A A B e RS S 2p.
gdy zapisze alternatywe réownan cosx —sinx =0 lub 2cosx —1 = 0.

Zdajacy OtrZYMUJE ......coooiiiiiiiiiiiiee ettt e et e e e e e e e e e e e e e e e e eeeaeaeeas 3p.

gdy wyznaczy rozwigzania jednego z réwnan cosx = % lub cosx =sinx w przedziale
(0,2m) lubw R.

ZOARTACY OMTRYIIVIIO. s noninnsniorssnicsomsisosiossnss s s s394 s MRN8 R A G AR RS R 4p.
. . . : 1 : b
gdy wyznaczy rozwigzania obu rownan cosx = 5 oraz cosx =sinx w przedziale (0,2m):
1 5 1 5
X =z lub X =z lub X=gzm lub X =Zm.
Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy podzieli rownanie przez (cosx —sinx) albo przez (2cosx —1) bez
stosownych zatozen i nie rozwazy przypadkéw, gdy to wyrazenie jest réwne zero, to
otrzymuje co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy przed uzyskaniem trygonometrycznych réwnan elementarnych popetni btedy
rachunkowe i otrzyma réwnania elementarne, z ktérych co najmniej jedno ma dwie serie
rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty za cate
rozwigzanie.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przyktadowe petne rozwigzanie

Przeksztatcamy réwnanie rownowaznie i otrzymujemy kolejno:
2 cos? x — cosx = 2sinx cos x — sin x
2 cos?x —cosx —2sinxcosx + sinx =0
cosx-(2cosx—1)—sinx-(2cosx—1) =0
(2cosx —1)(cosx —sinx) =0

Stad otrzymujemy:

1
cosx=§ lub cosx =sinx

Rozwigzaniami pierwszego z tych réwnan w zbiorze (0,2m) sg: x = %n lub x = gn.
Rozwigzaniami réwnania cos x = sinx w zbiorze (0,2m) sg: x = %T( lub x = %n.

Zatem réwnanie 2cos?x — cosx = sin(2x) —sinx ma w zbiorze (0,2m) cztery

rozwigzania: x=%7r lub x =%7r lub x =%n lub x =%n.

Zadanie 9. (0-4)

Zasady oceniania

LT OOMTTENIVEENO 50wt s s A A AR S A S AN 1p.
gdy zapisze odlegtos¢ punktu P = (xp,yp) od jednej z prostych, np.:

lxp — 2yp] |2xp + yp — 1]
lub

J12 + (=2)2 V22 + 12

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

ZAAINCY OITYNUIE oo oinsvmmmssms i S S R B R A s 2p.
gdy wyznaczy odlegtos¢ punktu P = (xp,yp) od jednej z prostych w zaleznosci od jednej
zmiennej, np.

lxp — 2(xp + 4)| lub |2xp + (xp +4) — 1]
u

lub
V12 + (-2)? V22 + 12
|(yp — 4) — 2ypl iub 12(yp — 4) + yp — 1|
NI1% 4+ (—2)? y2%+ 12
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
ZOBJNCY OMENIMUD. v e s o s s A S s 3p.

gdy zapisze réwnanie z jedng niewiadoma, opisujgce zaleznos¢ miedzy odlegtosciami punktu
P = (xp,yp) od obu prostych, np.:

EE)I:nTlgﬁNA Strona 7z 21
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Egzamin maturalny z matematyki {(poziom rozszerzony) — sesfa dodatkowa 2021 +.

pr—Z(xp+4)|_2 |2xp + (xp + 4) — 1]
V12 + (—2)2 V22 +12
|(yr — 4) — 2yl —5. 12(ve —4) +yp — 1]

i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

lub

Zdajacy OtrZYMUJE . .. 4p.

).

[43 1) 8]

gdy obliczy i zapisze wspéhrzedne punktu P: P = (—2,2) oraz P = (

Uwagi:

1. Jesli zdajgcy zapisuje réwnanie ,odleglosci” i w tym réwnaniu pomija zupetnie symbol
wartosci bezwzglednej, to za cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

2. Jesli zdajacy sporzadzi rysunek, zapisze wspétrzedne jednego z szukanych punktow
(—2,2), obliczy odlegtosci punktu (—2,2) od prostych k i [ oraz zapisze, ze odleglosc
tego punktu od prostej & jest dwa razy wieksza niz odleglosc tego punktu od prostej I, to
otrzymuje 1 punkt za cate rozwiazanie.

Przykladowe pelne rozwiazanie

Niech P = (xp,y¥p) bedzie punktem lezacym na prostej o rownaniu y = x + 4. Wtedy
Y= xpt4
Odlegtos¢ d(P,k) punktu P od prostej k oréwnaniu x — 2y = 0 jest réwna

|xp — 2(xp + 4)| _ |—xp — 8|
Nne i

Odlegtos¢ d(P,{} punktu P od prostej ! oréwnaniu 2x+y —1 =10 jest réwna

d(P, k} =

|12xp + (xp + 4 — 1]  [3xp, + 3|
vEr1z 5
Z tresci zadania d(P,k) = 2 - d(P, 1), wiec
|=xp =81 _, 13%+3]

V5 V5

d(P, k) =

Stad ofrzymujemy kolejno
|—xp — 8| = 2-[3xp + 3|
| —xp — 8| = |6xp + 6|
—Xp—8=6xp+6 lub —(—xp—8)=6x+6

xp=—2 lub xp=§
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

5)

U'IlN

Dla xp = —2 otrzymujemy P = (—2,2). Dla xp =§ otrzymujemy P = (

U'llN

)

Istniejg zatem dwa punkty spetniajgce warunki zadania: (—2,2) oraz (%

Zadanie 10. (0-4)

Zasady oceniania

T a8 ] | O T 1p.
gdy:

e obliczy diugosci bokéw CF i CS: |CF| =22, |CS| =5
ALBO

e obliczy tylko dlugos¢ boku |FS|: |FS| = 3.

LOAIRCY OWZVINUME o covvnimsiuiisiis s s S S e e s 2p.
gdy obliczy diugosci trzech bokéw tréjkata CFS: |CF| = 2v/2, |CS| =+/5 oraz |FS| = 3.

Zdajacy OtrZYMUJE ......cooooiiiiiii ittt e e e e e e et e e et et e e e e e e e e e e e eaeaeaeean 3p.
gdy zapisze zaleznosc¢, wynikajaca z twierdzenia cosinusow zastosowanego do trojkata CFS,

2 2
np. (V5)" = (2V2)" +3%2—2-2v2- 3 cos(4CFS).
LRy OMWENITIO. oo ccmnmaonmmsmsmues s e s s e 5 S R 4p.
gdy wyznaczy miare kata CFS: |4CFS| = 45°.
Przyktadowe peilne rozwigzanie

Rozwigzanie rozpoczniemy od obliczenia diugosci bokéw trojkata CFS. Mamy oczywiscie

|CF| = 2V2 oraz |CS| = V2% + 12 = /5.
Dorysujmy teraz odcinek FH.

G
E F
2
< M
A 2 B
Oczywiscie |4FHS| = 90°, wiec
CENTRALNA Strona 9 z 21
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — sesja dodatkowa 2021 r.

|FS| = {/IFH|2 + |HS|? = }(2\/5)2 +12=3

Trojkat CFS ma zatem boki o nastepujacych diugosciach: |CF| = 2v2, |CS| =+/5 oraz
|FS| = 3.

Najmniejszy kat wewnetrzny tréjkata znajduje sie naprzeciw najkrétszego boku, zatem jest nim
kat CFS.

Z twierdzenia cosinusow zastosowanego do trojkata CFS wynika, ze

|CS|2 = |CF|? + |FS|? = 2 - |CF| - |FS| - cos(4CFS)

Stad otrzymujemy
2 2
(V5)" = (2v2)" +3%—2-2V2 -3 cos(&CFS)
5=8+9—12v2 - cos(4CFS)

2
cos(4CFS) = g

wiec najmniejszy kat w tréjkgcie CFS ma miare 45°.

Zadanie 11. (0-4)

Zasady oceniania

Zdajacy OWZYMUIO: ic.vivnnmnninmmmmsmimssisisis s s s 1p.
gdy:
e poprawnie poda liczbe mozliwych rozmieszczen wszystkich uczestnikow programu, np.
(n+3)!
ALBO

e poprawnie poda liczbe mozliwych rozmieszczen, w ktorych sportowcy siedzg obok
siebienp. (n+ 1) - 3!-nl

Zdajacy OrZYMUJE .......ccooiiiiiiiiie e e et e e e e e e e e e et e e e e e e e e e e eeeaeaeen 2p.
gdy poprawnie poda liczbe mozliwych rozmieszczen, w ktorych sportowcy siedzg obok siebie,
np. (n+1)-3'-n! Ilub innym rozumowaniem 3!:(n+ 1)! oraz liczbe wszystkich
rozmieszczen (n + 3)..

Zddlacy OWZYMUIe o s R s 3p.

; 2 ; 6 -
gdy zapisze réwnanie -m =1E -

EOHIRCY DUWEVIMIPE: oo vaiunmimuiissiyuiosai s s ssisishsss s s S s sos o5 e s s s s e 4 p.
gdy poprawnie obliczy liczbe aktorow: 7.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przyktadowe petne rozwigzanie

Niech n oznacza liczbe aktorow uczestniczgcych w programie (n € N), natomiast 4 -
zdarzenie polegajgce na tym, ze trojka sportowcow bedzie siedziata obok siebie przy losowym
wyborze miejsc. Wtedy

31 (n+1)!

P =
(4) (n+3)!
Stad po uproszczeniu otrzymujemy

6
n+2)(n+3)

P(A) =

Z tresci zadania otrzymujemy réwnanie

6 1
m+2)(n+3) 15

co prowadzi do
n+2)(n+3)=90
n?+5n—-84=0
n=7)(n+12) =0

Zatem n=7,gdyz n=—12 przeczy zatozeniom. W tym programie bierze zatem udziat
7 aktorow.
A Strona 11 z 21
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony) — sesja dodatkowa 2021 r.

Zadanie 12. (0-5)

Zasady oceniania

ZAAJACY OMWZYMUIO: civivwsivvivmmusvmas s v i v s s s e sy s v aaavey 1p.
gdy:
e zapisze, ze liczba 3 jest jednym z rozwigzan réwnania i liczba 3 musi byé
jednokrotnym pierwiastkiem tréjmianu kwadratowego x? + (m — 1)x — 6m? + 2m
ALBO
e zapisze,ze A=0 i xy # 3 (t. dwukrotny pierwiastek tréjmianu jest rézny od 3)
ALBO

e rozwigze réwnanie A = 0, otrzymujac m =

] =

ZoaAjacy ORZTYMUJE. .omnmnnnmmnnssanan iR 2p.
gdy:
e rozwigze réwnanie A = 0, otrzymujgc m :% i sprawdzi, ze dla m :% tréjmian
x% + (m — 1)x — 6m? + 2m ma jeden pierwiastek podwéjny rézny od liczby 3
ALBO
e zapisze, ze liczba 3 jest jednym z rozwigzan rownania i wyznaczy pierwiastki
tréjmianu x? + (m — 1)x — 6m? + 2m:

-m+1—|5m-1| -m+1+|5m-1]|
x1= 2 | x2= 2

Zaajacy SWEAYMUE. ..cienmnsnnnnnosinsis e s R e 3p.
gdy:
e zapisze, ze liczba 3 jest jednym z rozwigzan rownania, wyznaczy pierwiastki x; oraz
x, trojmianu  x?+ (m—1)x —6m?+2m i zapisze je bez uzycia wartosci
bezwzglednej: x; = 2m oraz x, = -3m+1
ALBO
e zapisze réwnanie 32+ (m—1)-3 —-6m?+2m = 0.

ZHaaey OWIVIUNE s s R s 4p.
gdy:
. L . 3 L 3
o zapisze alternatywe (m =g | m ;ti) lub  (m #z Iom =§) lub
i 2
(m # Eim= —§)
ALBO

e rozwigze réwnanie 3> + (m—1) -3 —6m? +2m = 0.

Zdajacy OIrZYMUJE ..o e et n e 5

U] =

gdy zastosuje poprawng metode i otrzyma poprawny wynik: m = —% lub m =
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Uwaga:
Jesli zdajgcy popetnia btad, zapisujac VA = /(5m — 1)2 = 5m — 1 i konsekwentnie do tego
btedu rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwiazania

Sposob 1.
Jednym z rozwigzan réwnania jest liczba x; = 3. Jesli podane rownanie ma mie¢ doktadnie

dwa rozwigzania, to tréjmian kwadratowy x? + (m — 1)x — 6m? + 2m  powinien mie¢

pierwiastek podwojny inny niz 3 albo dwa rozne pierwiastki, z ktérych jeden jest rowny 3.

Obliczamy wyréznik trojmianu x? + (m — 1)x — 6m? + 2m:
A=(m-1)2%—=4-1-(—6m?+2m) =25m? —10m+ 1 = (5m — 1)?

Zatem dla kazdej liczby rzeczywistej m ten wyrdznik przyjmuje wartos¢ nieujemna.

Pierwiastkami tego tréjmianu sg wiec liczby

-m+1-|5m-1| -m+1+|5m-—1]|
X = > | %= 5

Dla m € (—00, %) otrzymujemy

_—m+1+5m—1_

-m+1—-55m+1
X, = 5 =

Zm i xp = 5 =-3m+1

Dla m € [%,+00) otrzymujemy

_—m+1—5m+1 _—m+1+5m—1_

= ==3m+1 i = 2
Xq 5 m i X > m
Zatem, z doktadnoscig do oznaczen, dla kazdego m € R zachodzi x; =2m oraz
Xy = —3m+ 1.

Nalezy zatem rozpatrzec trzy sytuacje:
A=0ix;#3)lub (A>0ix;=3)Ilub (A>0i x, =3).
Rozpatrujgc kazdg z nich, otrzymujemy odpowiednio:

1

; 3 1. 3 1.
(m=§ | m;ti) lub (m;tg i m=§) lub (m;tg im=-—3)

Wil

W™

= lub e lub =
m—5 u m—z ub m=

i e ; ; ; : 213
Zatem podane w tresci zadania réwnanie ma doktadnie dwa rozwigzania dla m € {— 35 E}'
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Sposob 2.
Jednym z rozwigzan rownania jest liczba x, = 3. Jesli podane réwnanie ma mie¢ dokladnie

dwa rozwiazania, to trojmian kwadratowy x%+ (m— Dx—6m? +2m powinien mieé
pierwiastek podwdjny inny niz 3 albo dwa rézne pierwiastki, z ktérych jeden jest rowny 3.

Obliczamy wyrdznik tréjmianu x2 + (m — 1)x — 6m? + 2m:

A=(m-1)°—=4-1-(—6m?+2m)=25m?—-10m+ 1= (5m —1)?

Dla m= % tréjmian ma dwukrotny pierwiastek x, = —n;+1 = % rézny od 3.
Sprawdzamy, dla jakich wartosci m liczba 3 jest pierwiastkiem tréjmianu

x2+ (m— Dx — 6m?+ 2m:
FZ+(m-1)-3—-6m?>+2m=20

—mi+5m+6=0

m=— lub m=-—
2

Wowl N

Poniewaz dla kazdej z tych otrzymanych wartosci m = 5 oraz m = —% wyré2znik A jest

wigkszy od zera, wigc w obu przypadkach tréjmian x2 + (m — 1)x — 6m? + 2m ma dwa
rozne pierwiastki, z ktérych jeden jest rowny 3.

Wil
Ul =
B
Mot

Zatem podane w tresci zadania rownanie ma doktadnie dwa rozwigzania dla m € {—

Strona 14 z 21



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 13. (0-5)

Zasady oceniania

ZAA)QOY OWZYMUE ciivcisisisrsisisisssisisisisisisisssssniiasinsissasisisavisssssisssibrasviimasssnimssivesisvsrsioneiirinss 1p.
gdy:
. " . 2x3—k
e obliczy pochodng funkcji f: f'(x) = - dla x #0
ALBO
e zapisze rownanie wynikajgce z faktu, ze punkt stycznosci nalezy do wykresu funkcji f:
x(3)+k
_xg — 5
0
ALBO
e skorzysta z geometrycznej interpretacji pochodnej funkcji w punkcie i zapisze
rownanie: f'(x,) = —1
ZAAJACY OITZVITIUNO wiiisisissasnscisunisssnansisisiasassvavevasisdvananaonaonsons insonsisvansussonsiunavnintuininmueursrassn 2p.
gdy skorzysta z geometrycznej interpretacji pochodnej funkcji w punkcie i zapisze rownanie:
2x3—k
L)
X0
ZAAJCY OtrZYMUJE ...cceeeeeninsinsisisissssssssnssssissssssssssanssssssssessssssssnnssssssssssnsssasnnnsssssnsssssnnnnes 3p.

gdy zapisze uktad dwoch réownan z dwiema niewiadomymi x, oraz k prowadzacy do
x%+k i 2x8—k _

wyznaczenia parametru k, np.: —x, = -1.
y lap Y Xo P x%
ZAAIACY OIrZYMUIC i imiviiii iiiimasnitstsiniatamitvarun fos ik aneus vusndia fuedsass sses dauiin kaevbmsueviuanms simgaus 4 p.
_ . . x8+k _ 2x8—k L 2
gdy obliczy z uktadu réwnan —x, = | = —1 niewiadomg xy: X = — 3
xO x% 3
Uwaga:
Wystarczy, ze zdajgcy rozwigze réwnanie 3x5 = —2x% w zbiorze R: x, = —% , Xo = 0.
ZAAJACY OWZYIMUJE s iinssrnssensnnsmsnsssrninanssnsssssnssnsnnsasasmsnssesssinsmssnisssnssssssaasssas s sss s NI RERSIED 5p.
gdy zastosuje poprawng metode i uzyska poprawny wynik: k = — % .
Uwagi:

1 Jesli zdajagcy przy wyznaczaniu pochodnej popetnia btad w potedze zmiennej lub traktuje

parametr k jako zmienng, to moze otrzymaé co najwyzej 1 punkt za zapisanie warunku

x3+k

—Xp = lub za zapisanie, ze f'(x,) = —1.

3
2. Jesli zdajacy, obliczajgc pochodng funkcji f, zapisze f'(x) = 2xx2+ K (tj. btednie ustali

znak przed wspdiczynnikiem k), to btad ten traktujemy jako btad rachunkowy.
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Przykladowe pelne rozwigzanie

Niech punkt P = (xq,v,), gdzie x, # 0, bedzie punktem stycznosci proste] ¥ = —x do
wykresu funkgji f. Wtedy y, = —x; , wiec

Pochodna funkeji f jest rowna

3x2 x—(x¥+ kY1 2x¥ -k
xZ - x?

flx) =

dla kazdej liczby rzeczywiste] x = (.
Z warunkow zadania wynika, ze wspotczynnik kierunkowy stycznej jest rawny (—1); jest on

2x3—k
wartoscig pochodnej dla x,,. Zatem (L. —1. Otrzymujemy uktad réwnan
x5

Dla xy #+ 0 jest on rownowazny uktadowi

+hk=—x2 i 2x§—k=—xi
Stad otrzymujemy réwnanie 3xd = —2xZ.
Poniewaz x, # 0, wiec dzielgc obie strony tego rownania przez 3x§, otrzymujemy x, = —%.

Zatem k = —x3 — x¢ =%_g=_%-
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Zadanie 14. (0-5)

Zasady oceniania

ZAA)QOY OWZYMUE ciivcisisisrsisisisssisisisisisisisssssniiasinsissasisisavisssssisssibrasviimasssnimssivesisvsrsioneiirinss 1p.
gdy zapisze réwnanie z jedng niewiadomg (dtugoscia boku AB albo AD), wynikajace
z twierdzenia cosinusow zastosowanego do trojkgta ABD, np.

|AB|?> = (2|AB|)* + 62 —2-2-|AB|- 6 - cos(4ADB)

e e L g T T —— 2p.
gdy obliczy dtugo$¢ boku AB lub AD: |AB| =4, |AD| = 8.

s T g ey | L] O —— 3 p.
gdy zastosuje twierdzenie o czworokgcie opisanym na okregu oraz twierdzenie Pitagorasa
|CD| = |BC| + 4

i zapisze ukfad réwnan z niewiadomymi |BC| i |CD]|: {IBCIZ +1CDI? = 36

ZOHJACY OITENITIINO uissasssunsinisisnassvinsisvaavindseviiisismiiiaisssiisisais s veiirsasivasaaivia e is iR N e e 4 p.
gdy nie odrzuci rozwigzania |AB| = 3, rozwigze dwa réwnania:
|BC|? + (|BC| + 4)? = 36 oraz |BC|?+ (|BC| + 3)% = 36

i zapisze dwa dodatnie rozwigzania tych réwnan: |BC| = —2 + 14 oraz |BC| = 5

LAa)aCY OWZYIMUJE ..civuinmmimimisisisninimissmnsiisinriasarsainssiasmaniieses s eaiansanRsasan AR RRAR AU 5p.
gdy zastosuje poprawng metode i otrzyma poprawny wynik: |BC| = —2 + v/ 14.

Uwagi:

1. Jesli zdajacy zakiada btednie, ze cos(4BAD) = -Z; i konsekwentnie rozwigze zadanie do
konca, to otrzymuje co najwyzej 2 punkty.

2. Jesli zdajgcy zaktada btednie, ze |AB| = 2 - |AD| i konsekwentnie rozwigze zadanie do
konca, to otrzymuje co najwyzej 2 punkty.

3. Jesli zdajacy zapisze rownanie z dwiema niewiadomymi, wynikajace z twierdzenia
0 czworokgcie opisanym na okregu oraz z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do
trojkgta BCD, np.. |AB|+ /36 —|BC|?> =|BC|+ 2-|AB| i na tym zakonczy, to
otrzymuje 1 punkt.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Oznaczmy a = |AB]|.
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Do trojkata ABD stosujemy twierdzenie cosinuséw i otrzymujemy

a? = (2a)2+6%>—2-2a-6-cos(44ADB)
Poniewaz cos(44DB) = % wigc

7
a2:(2a)2+62—2-2a—6—§

a?—7a+12=0
a=3 lub a=14

i po uwzglednieniu warunku |AB| > v15 otrzymujemy |[AB| = 4 oraz |AD| = 8.
Korzystamy z twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu i otrzymujemy

|AB| + |CD| = |BC| + |AD]
4+ |CD|=|BC|+8
|CD| = |BC| + 4
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa w trojkgcie prostokatnym BCD i otrzymujemy kolejno:
|BC|* + (|BC| + 4)* = |BD|?
|BC|2+ (|BC| + 4)2 =36
|BC|?> + 4|BC|—10=0
IBC| =-2-+vV14 lub |BC|=-2+V14
Poniewaz —2 — V14 < 0, wiec |BC| = -2 + V14.
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Zadanie 15. (0-7)

tacznie za zadanie zdajgcy moze otrzymac 7 punktow: 2 punkty za rozwigzanie podpunktu a),
1 punkt za rozwigzanie podpunktu b) oraz 4 punkty za rozwigzanie podpunktu c).

Zasady oceniania dla podpunktu a)
Zdajacy OtrZYMUJE ...ceeeercisrerrissssrssmesssssesssessessensnssensnssanesssesasesansnssensnsnsssssnsnsnsnsnsnsnsannsnnaneen 1p.
gdy:
e zapisze rownos¢ wynikajacg z twierdzenia Pitagorasa oraz podanego obwodu tego
tréjkata, np. (4 — (x + .E:r))2 = x? + b?
ALBO
e zapisze ukladréwnan x*+y?=c? i y=4—x—c.

ZAAJACY OLIrZYMUJE ...eeeeeeireeececiermnesssssmrrsssarmrnssssssrasssssesasssssssnnsssssnmnssssasersssssnssassssssnsnsssnsens 2p.

gdy wykaze, ze pole P tréjkata ABC jako funkcja zmiennej x wyraza sie wzorem
_ x(4—2x)

P(x) = e

Zasady oceniania dla podpunktu b)
202)8CY OWZYMUNE i ssiairiasiriase ssadsiasaiiss s A iss A rabses A asR A AR AR s e aa R AR RA AR AR R 1p.
gdy zapisze, ze dziedzing funkcji P jest przedziat liczbowy (0, 2).

Uwagi:

1. Punkt za wyznaczenie dziedziny funkcji zdajgcy otrzymuje niezaleznie od realizacji
podpunktu a) zadania, pod warunkiem, ze rozwaza wyznaczong przez siebie funkcje jednej
zmiennej.

Zasady oceniania dla podpunktu c)

F o LT TR LT TR p—— 1p.
2
gdy wyznaczy pochodng funkcji P: P'(x) = % , gdzie x € (0, 2).
ot
T O I B T TN LMY e e 5 R m S m RN S I K AR E TR AR AR S xR AR R A AR AR R NRRAAR 2p.

gdy zastosuje warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji P i obliczy miejsca zerowe
pochodnej P': x = 4 — 2V/2.

s L oy e ] L ——— 3p.
gdy zbada znak pochodnej funkcji P oraz wyznaczy (z uzasadnieniem) warto$¢ zmiennej x,
dla ktorej funkcja P przyjmuje wartos¢ najwieksza, np.:

P'(x) >0 dla x € (0,4 —2V2)

P'(x) <0 da x € (4—2v2,2)

Funkcja P jestrosnaca w przedziale (0, 4 — 2v/2] oraz malejgca w przedziale [4 — 22, 2),
wiec w punkcie x = 4 — 2V2 funkcja P osigga najwiekszg wartosc.
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ZAAJACY OlrZYMUJL coireeeeiirecneme s rermsnsiansrm s rnmsra s e rrasssnmsr srsanrsmmss srrmmssassrarerassrnnssansransssnsnnnen 4p.
gdy zapisze, ze przy podanym obwodzie réwnym 4, najwieksze pole rowne 4(3 - 2@) ma
trojkat o bokach 4 — 2v/2. 4 — 22 i 42 — 4.

1.

Uwagi:
Jezeli zdajacy wyznaczy pochodng funkcii £ z bledem, ale wyznaczona pochodna jest
2
funkcjg wymierna postaci ax(:—bg;;c ,gdzie ax? + bx + ¢ jest tréjmianem kwadratowym,
-x

majacym wyréaznik dodatni, to zdajacy moze otrzymac punkty za obliczenie migjsc zerowych
pochodneg | wyznaczenie argumentu, dla ktérego pole osigga najwiekszg wartosé, o ile
konsekwentnie do popeinionego btedu obliczy misjsca zerowe pochodnej lub uzasadni
istnienie hajwiekszej wartosci rozwazane] funkcji.

. Badanie znaku pachodnej zdajacy moze opisa¢ w inny sposob, np. szkicujgc wykres funkcji,

kidra w ten sam sposdb jak pochodna zmienia znak.

.Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada wartoSC najwiekszg dla

wyznaczonegj wartosci  x, przy ktérej pochodna sie zeruje, mozna uznaé sytuacje, gdy
zdajacy:

a) opisuje, stownie lub graficznie (np. przy uzyciu strzatek), monotonicznosé funkeji P;

b) zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x funkcja P ma maksimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najwieksza wartosc.

Jezeli zdajgcy nie przedstawi takiego uzasadnienia, to moze otrzymac co najwyzej
2 punkty (otrzymuje punkty za wyznaczenie pochadnej funkcji P oraz wyznaczenie migjsc
zerowych pochodnej funkgeji P).

. Punkt za wyznaczenie najwiekszej wartosci funkcji P i dlugosci bokow trdjkata

o najwigkszym polu zdajacy otrzymuje wtedy, gdy otrzymat punkt za poprawne
uzasadnienie, ze funkcja P osiaga warto$é najwieksza w punkcie x = 4 — 2v/2.

Przykladowe pelne rozwiazanie

a) i b)

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia: b = |BC|, ¢ = |AB|.
Z warunkdw zadania x + b+ c =4, wiec c =4 — (x + b).
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkgta ABC i otrzymujemy

c? =x% + p?
[4 — (x + B)]? = x% + b?
b(4—x) =8 — 4x

§-4x o B
T a—x 0 e

>0i 0<x <4

Wyznaczamy pole tego trdjkata, jako funkcje diugosci x jego przyprostokginej AC:
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P—l b—l 8—4x x(4-2x)
I R g
. 8—4x :
gdzie 7—->0i0<x<4.
Wyznaczamy dziedzine funkcji P:
8 —4x

>0i0<x<4
4—x

0<x<?2
Obliczamy pochodna funkcji P:
_ Ax— 227 - (@ —2)— (3% —2x%) - (4—2x) 2x*—16%x+16

P’ =
e @ — 272 4 —x)7?
dla x € (0,2).
Obliczamy miejsce zerowe funkcji P':
22* = 16+ 16 _
(4-x2

2x2—16x+16 =0
A=(-16)>—-4-2-16=8-16

_16+8v2 16 — 8v2

x T_4+2\Ee(0,2) lub x =

Badamy monotonicznosé funkcji P:
P'(x) >0 dla x € (0,4—2v2)
P'(x) <0 da x € (4—2v2,2)

=4-2v2€(0,2)

Zatem

funkcjia P jest rosnaca w przedziale (0, 4 — 2v2],

funkcja P jest malejgca w przedziale [4 - 242, 2).

Stad w punkcie x = 4 — 2V2 funkcja P osigga najwiekszg wartosc.

c)

Gdy x = 4 — 2v/2,towtedy b =

84_‘? _ 4(25/3§ 2) _ 4— 23

Zatem c=xV2=4V2—-4 i P(4—2ﬁ)=%-x-b =%-(4—2\/§)2 =4(3 - 2v/2).
Sposrod rozwazanych trojkatow najwieksze pole ma trojkat o bokach 4 — 2v/2, 4 — 2v/2 oraz
4+/2 — 4. Pole tego trojkata jest rowne 4(3 — 2v/2).

Egl:ﬂ'liléj\kl\lﬁ Strona 21 z 21
EGZAMINACYJNA



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21

