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Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Uwagi ogélne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktdre na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajq i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktéw za dane zadanie).

Zadanie 1. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024'

Wymaganie ogélne Wymagania szczegotowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. 1.9) stosuje zwigzek logarytmowania
1. Stosowanie obiektow matematycznych z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
matematycznych. i logarytm potegi.
[.R1) stosuje wzor na zamiane podstawy
logarytmu.

Zasady oceniania
2 pkt — poprawne zastosowanie wzoréw na logarytm potegi oraz na zamiane podstawy

logarytmu i poprawny wynik: % :

1 pkt — zastosowanie wzoru na zamiane podstawy logarytmu i zapisanie wyrazenia
log327 logyp5 logy27

log, 5.
log, 5 - log,« 27 83° '[0g.25 Togin3 logyn25
&3 6g25 w postaci np.: 60g3 , =510 ggm )
log, V49 log, V49 logy, V49
logi07

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Stosujemy wzoér na zamiane podstawy logarytmu i otrzymujemy

log; 27 logs 27
logs 5-log,s 27 19835 og 75 10835 1o 52
10g7 W log7 W log?(72)%

Stosujemy wzor na logarytm potegi i korzystamy z definicji logarytmu, otrzymujgc

log; 27 3 3
logs logs 52 logs 5 2logs5 72 9
T 1=5
log;(7%)% %10g7 7 % %

' Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1246).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 2.1. (0-2)

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegoétowe
[I. Wykorzystanie i tworzenie informacji. Zdajacy:
1. Interpretowanie i operowanie V.R1) na podstawie wykresu funkgciji
informacjami przedstawionymi w tekscie, y = f(x) rysuje wykres funkcji
zarowno matematycznym, jak y = |f(x)|.
i popularnonaukowym, a takze w formie
wykresow, diagramow, tabel.

Zasady oceniania
2 pkt — obliczenie wartosci funkcji g(11) oraz zapisanie zbioru wszystkich wartosci, jakie

funkcja g przyjmuje w przedziale [9,11]: g(11) =% oraz [0%]

1 pkt — obliczenie miejsc zerowych funkcji g iobliczenie pierwszej wspoirzednej p punktu,
w ktorym funkcja ma maksimum lokalne (lub zapisanie, ze p € [9,11]): 2 i 10 oraz
p=6.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe peine rozwigzanie
Obliczamy miejsca zerowe funkcji g:

- 243x—-5|=0
4x X =

d 243x—5=0
41’ X =
x=2 lub x=10

Niech f bedzie funkcjg kwadratowg okreslong wzorem f(x) = —%xz + 3x — 5.

W przedziale [2,10] funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne, wiec w tym przedziale
wykres funkcji g pokrywa sie z wykresem funkcji f. W przedziatach (—oo,2) oraz
(10,+) funkcja f przyjmuje wartosci ujemne, wiec w tych przedziatach wykres funkcji g
jest obrazem wykresu funkcji f w symetrii wzgledem osi Ox ukiadu wspdirzednych.
Obliczamy pierwszg wspétrzedng p wierzchotka paraboli bedgcej wykresem funkcji f:

p = - _—1-- —
(-]
Poniewaz p < 9, wiec funkcja g w przedziale [9,10] jest malejgca, a w przedziale

[10,11] jest rosngca. Obliczamy g(9) i g(11):

Zbiorem wszystkich wartosci, jakie funkcja g przyjmuje w zbiorze [9,11], jest [0, %]
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KOMISJA Strona 3 z 26
EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Zadanie 2.2. (0-2)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegétowe

[I. Wykorzystanie i tworzenie informacji. Zdajacy:

1. Interpretowanie i operowanie [1l.R4) rozwigzuje rownania i nierdwnosci

informacjami przedstawionymi w tekscie, z wartoscig bezwzglednag [...];

zarowno matematycznym, jak [11.R5) analizuje [...] rownania i nierownosci

i popularnonaukowym, a takze w formie kwadratowe z parametrami,

wykreséw, diagramow, tabel. w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan
w zaleznosci od parametréw, podaje
warunki, przy ktérych rozwigzania maja
zadang wiasnos¢, i wyznacza rozwigzania
w zaleznosci od parametrow.

Zasady oceniania

2 pkt — obliczenie wartosci m dla ktérych réownanie g(x) = |m| posiada dwa rozwigzania
tego samego znaku: m € (—=5,—4) U {0} U (4,5).

1 pkt — obliczenie/zapisanie drugiej wspotrzednej punktu przecigcia wykresu funkcji g z osig
Oy oraz obliczenie wartosci q lokalnego maksimum funkcji g: 5 oraz q = 4.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Obliczamy drugg wspétrzedng punktu przecigcia wykresu funkcji g z osig Oy:

g(0) =|-5[=5

Niech f bedzie funkcjg kwadratowg okreslong wzorem f(x) = —%xz +3x—35,
Obliczamy drugg wspoétrzedng q wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f:
1

2 TS| e B A
32-4-(-7)(-5) B
5 =
+(~3)
Wykres funkcji g jest wykresem funkcji y = |f(x)|, wiec funkcja g ma lokalne maksimum
rowne 4.
Przyjmijmy k = |m|. Na podstawie analizy wtasnosci funkcji g wyznaczamy wartosci k

dla ktérych réownanie g(x) = k posiada dwa rozwigzania dodatnie: k € (4,5) U {0}.
Obliczamy wartosci parametru m:

4

q=-

[m|=0 lub 4 <|m| <5

Stgd m =0 lub m € (-5,—4) U (4,5).
Zatem m € (—5,—-4) u {0} U (4,5).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 3. (0-3)

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze I1.R3) korzysta ze wzoréw na: (a + b)?3,
kilkuetapowych, podawanie argumentéw (a—b)3, a3+ b3 i a3 - b3.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,

odroznianie dowodu od przykiadu.

Zasady oceniania

3 pkt — przeprowadzenie petnego dowodu, tj. przeksztatcenie nieréwnosci do postaci
(x+y—1)(x—y)? = 0 oraz uzasadnienie jej prawdziwosci dla wszystkich liczb
rzeczywistych x oraz y spetniajgcych warunek x +y > 1.

2 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci do postaci (x +y — 1)(x — y)? = 0.

1 pkt — przeksztaicenie nierownosci do postaci, w ktorej wyrazenie (x + y) wystepuje jako
wspolny czynnik w co najmniej dwoéch iloczynach, np.
x4+ —xy+y?>) —xy(x+y)—x*+2xy—y? >0
ALBO
przeksztatcenie nieréwnosci do postaci, w ktérej wyrazenie (x — y) wystepuje jako
wspolny czynnik w co najmniej dwdch iloczynach, np.
x2(x—y)—y*(x—y)—(x—y)? =0.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposob |
Przeksztatcamy nierownos¢ x* + 2xy + y* > x% + xy(x + y) + y* w sposob rownowazny

3+ y3—xy(x+y)—x?2+2xy—y? =0
E+yI6F —ap+9°) 0+ — -2+ )2 0
(3l —ay + 35—yl —@—3)2 =0
(x+y)(x*—2xy +y?) = (x—»)* =20
E+E-'—E—-9) =0

(39 E+y—120
Poniewaz:
e zzatozenia x+y =1 wynika,ze x+y—1>0
e kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemna,
wiec iloczyn (x —y)?(x + y — 1) jest liczbg nieujemng jako iloczyn liczb nieujemnych
x+y—1 oraz (x —y)%
To oznacza, ze nierownos¢ x> + 2xy +y* = x* + xy(x + y) + y* jest prawdziwa dla

wszystkich liczb rzeczywistych x oraz y spetniajgcych warunek x +y = 1.
To nalezalo wykazac.
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Sposob 11
Przeksztalcamy nieréwno$é x3 + 2xy +y2 = x% + xy(x + y) + y? w spos6b réwnowazny

x3+y3—xy(x+y)—x*+2xy—y*=>0
x3—x?y+y3—xy? —(x2-2xy+y%) =0
Xx-y) -y (x—-y)-(x-y)?=0
@ —y)E—-y)—E—~y)* =0
(Z+y)E—-y)*—@&—-y)*20
(e—y)x+y—-1)20

Poniewaz:

e zzalozenia x +y =1 wynika,ze x+y—12>0

e kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemna,

wiec iloczyn (x — y)z(x + y — 1) jest liczbg nieujemng jako iloczyn liczb nieujemnych
x+y—1 oraz (x —y)%

To oznacza, ze nieréwno$é x° + 2xy + y3® > x? + xy(x + y) + y? jest prawdziwa dla
wszystkich liczb rzeczywistych x oraz y spetniajgcych warunek x +y > 1.

To nalezato wykazac.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 4. (0-3)

Wymagania ogéine Wymaganie szczegotowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. XI1.R2) stosuje schemat Bernoullego.
2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.
|. Sprawnosc¢ rachunkowa.
Wykonywanie obliczen na liczbach
rzeczywistych, takze przy uzyciu
kalkulatora, stosowanie praw dziatan
matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz
wykorzystywanie tych umiejetnosci przy
rozwigzywaniu problemow w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Zasady oceniania

3 pkt — poprawna metoda obliczenia prawdopodobienstwa i poprawny wynik:
P(A) = 0,68.

2 pkt — poprawne zastosowanie wzoru na prawdopodobienstwo uzyskania k sukcesow
w n probach Bernoullego i zapisanie prawdopodobienstwa zdarzenia A w postaci
PA) =) (0,1D°- (0,92 + () - (0,D- (0,9¥ + (¥)) - (0,1)? - (0,9)2.

1 pkt — okreslenie sukcesu i porazki w pojedynczej probie Bernoullego oraz podanie ich
prawdopodobienstw: p = 0,1 oraz q = 0,9.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykiadowe petne rozwigzanie
Préba Bernoullego jest kontrola masy herbaty nasypanej przez maszyne do torebki.

Sukcesem w tej probie jest uzyskanie torebki herbaty z niedowagg. Prawdopodobienstwo p
sukcesu jest réwne 0,1, natomiast prawdopodobienstwo g porazki jest réwne 0,9.

Niech A oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze wsréd wylosowanych do kontroli

20 torebek znajdg sie co najwyzej dwie torebki z niedowaga. Przez P,,(k) oznaczmy
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wsréd skontrolowanych

20 torebek znajdzie sie doktadnie k torebek z niedowaga.

Wtedy P(A) = Py5(0) + Pyo(1) + P5y(2). Zatem

P(4) = (200) - (0,1)° - (0,9)%° + (210) - (0,1)* - (0,9)1° + (220) . (0,1)2 - (0,9)®

P(4) = (0,9)'8-4,51 ~ 0,68
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Zadanie 5. (0-4)
Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VII.R6) rozwigzuje réwnania
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
nietypowych. wiekszym niz w przyktadzie
4cos 2x cos 5x = 2cos 7x + 1.

Zasady oceniania
4 pkt — poprawna metoda rozwigzania rownania i poprawny wynik: x = — % + km lub
X= 23—H+ 2km lub x = —ZTT[+ 2km, gdzie k € Z.

3 pkt — rozwigzanie réwnania elementarnego tgx = — g (lub cosx = — %):

ZTH + 2kmr oraz x = —23—?{ + 2km, gdzie k € Z).

2 pkt — przeksztatcenie réwnania 6sinx + 2vV3 cosx + 3tgx + /3 = 0 do postaci
alternatywy réwnan trygonometrycznych, np. 3tgx ++v/3 =0 lub 2cosx +1 = 0,

dla x¢%+kn.

i & : ; . 4
1 pkt — zapisanie, ze lewa strona réwnania ma sens liczbowy dla x # >+ km oraz

x=—%+kn,kez (lub: x =

przeksztatcenie lewej strony rownania do postaci iloczynu, np.
(Stgx + x/§)(2 cosx+1) =0.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykiadowe petne rozwigzanie
Rozwigzan rownania szukamy wsrad liczb x # g + km, gdzie k € Z, gdyz tangens nie jest

okreslony dla liczb postaci %+ km (gdzie k € Z).

Przeksztatcamy lewg strone réwnania do postaci iloczynu:

sin x

-cosx+2\/§cosx+3tgx+\/§= 0
cosx

6tgx-cosx + 2v/3 cos x + 3tgx +vV3=0
2cosx(3tgx +v3) + (3tgx+v3) =0
(3 tgx + \@)(2 cosx+1)=0
Otrzymane réwnanie jest rownowazne alternatywie réwnan:
3tgx+V3=0 lub 2cosx+1=0
Stad

7 2 lub 1
gx=—73 b cosx=-35
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

T 27 27
x=—g+k1r lub x=?+2k1r lub x:—?+2kn

gdzie k € 7. Zadna z otrzymanych liczb nie jest postaci %+ k.

2n
Rozwigzaniami réwnania sg liczby postaci: — % + km oraz 3 + 2km, oraz —
gdzie k € Z.
CENTRALNA
KOMISJA

EGZAMINACYJNA
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+ 2km,
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Zadanie 6. (0-4)

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze VIII.R1) stosuje witasnosci czworokagtow
kilkuetapowych, podawanie argumentow wpisanych w okrag i opisanych na okregu.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,

odréznianie dowodu od przykfadu.

Zasady oceniania

4 pkt — wyznaczenie miar pozostatych katoéw tréjkata ABC.

3 pkt — obliczenie miary kata y: y = 60°.

2 pkt — zastosowanie twierdzenia o katach wierzchotkowych i zapisanie zaleznosci
y=a+§.

1 pkt — zastosowanie twierdzenia o okregu opisanym na czworokgcie i zapisanie zaleznosci
|ALPK| = 180° — y
ALBO
zastosowanie twierdzenia o sumie miar kgtow wewnetrznych trojkata i zapisanie
zaleznosci |4APB| = 180° —a — f3.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petlne rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Poniewaz na czworokgcie CLPK mozna opisac¢ okragg, wiec |4LPK| = 180° — y.
Z wtasnosci katéw wierzchotkowych

|ALPK| = |4APB| = 180°—a — f8
Zatem
180° -y =180°—a —f
Stad
y=a+p
Korzystamy z twierdzenia o sumie miar kgtéw wewnetrznych tréjkata i otrzymujemy:

Y+ 2a + 2 = 180°
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

¥y +2(a+ B) = 180°
3y = 180°
Yy = 60°
Analogicznie, poniewaz na czworokgcie BKPM mozna opisaé¢ okrag, wiec |4ABC| = 60°.
Stad
|ACAB| = 180° — |4ABC| — |4BCA| = 60°

Zatem trojkat ABC jest rownoboczny.
To nalezato wykazac.
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Zadanie 7. (0-4)

Wymagania ogélne

Wymagania szczegoétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia
poprawnosci rozwigzywania problemaw,
tworzenie ciggu argumentow,
gwarantujgcych poprawnosc¢ rozwigzania
i skuteczno$¢ w poszukiwaniu rozwigzan
zagadnienia.

|. Sprawnosc¢ rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach
rzeczywistych, takze przy uzyciu
kalkulatora, stosowanie praw dziatan
matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz
wykorzystywanie tych umiejetnosci przy
rozwigzywaniu probleméw w kontekstach

rzeczywistych i teoretycznych.

Zdajacy:

XI11.R3) oblicza pochodng funkcji potegowej
o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen

0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu

i ilorazu;

XI11.R5) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
z zastosowaniem pochodne;.

Zasady oceniania

4 pkt — wyznaczenie poziomu produkcji, przy ktérym przecietny koszt produkcji jednego litra
oleju jest najmniejszy oraz obliczenie najmniejszego przecietnego kosztu produkcji:

x =15 oraz K(15) = 38,50 zt.

3 pkt — zbadanie znaku pochodnej funkcji K:

K'(x) <0 dla x € [0,15) oraz K'(x) >0

dla x € (15, 50], oraz wyznaczenie (z uzasadnieniem) warto$ci zmiennej x, dla
ktorej funkcja K osigga warto$¢ najmniejszg, np.: funkcja K (okreslona na
przedziale [0,50]) jest malejgca w przedziale [0,15] oraz rosngca w przedziale
[15,50], wiec w punkcie x = 15 osigga najmniejszg wartosc.

2 pkt — obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji K: x = 15.

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji K:

= ; $2) = L= X = X
44 621,5)(480 1-(22x% - 621,5 23 430

K'(x) =

(480 + x)?

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisac w inny sposob, np. szkicujgc wykres
funkcji, ktora w ten sam sposab jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajac na rysunku,

np. znakami ,+” i ,-”, znak pochodnej.

2. Za poprawne uzasadnienie, Zze rozwazana funkcja K posiada warto$¢ najmniejszg dla
wyznaczonej wartosci x, przy ktoérej pochodna sie zeruje, mozna uznac sytuacje, gdy

zdajacy:

— opisuje (stownie lub graficznie, np. przy uzyciu strzatek) monotonicznosc funkcji K

lub

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x funkcja K ma minimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najmniejsza wartos¢ w przyjetej dziedzinie.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Jesli zdajgcy nie przedstawi takiego uzasadnienia, to moze otrzyma¢ co najwyzej
3 punkty za cate rozwigzanie.

3. Jesli zdajgcy uzasadnia istnienie najmniejszej wartosci funkcji K w zbiorze R, to moze
otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petlne rozwigzanie
22x2— 621,5x + 23 430

Wyznaczamy pochodng funkcji K(x) = 380 T %
K'(x) = (44x — 621,5)(480 + x) — 1 - (22x2% — 621,5x + 23 430)
Ao (480 + x)2
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej:
K'(x)=0
22x% + 44 - 480x — 321750 5
(480 + x)2 -

22x% + 44 - 480x — 321750 = 0
x% +960x — 14625 =0
x =—975 ¢ [0,50] lub x =15 € [0,50]

Poniewaz K'(x) <0 dla x € [0,15) oraz K'(x) > 0 dla x € (15,50], wiec funkcja K
(okreslona na przedziale [0,50]) jest malejgca w przedziale [0,15] oraz rosnaca
w przedziale [15,50]. Stad funkcja K osigga warto$¢ najmniejsza dla argumentu x = 15.

Przecietny koszt wytworzenia jednego litra oleju jest najmniejszy przy poziomie produkcji
495 litréw dziennie.
Obliczamy najmniejszy przecietny koszt wytworzenia jednego litra oleju:

22-15%2 — 621,515 + 23 430

K(15) = 280 + 15 = 38,50z
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Zadanie 8. (0-5)
Wymaganie ogélne Wymaganie szczegoétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. [11.R2) rozwigzuje rownania i nierdwnosci
1. Stosowanie obiektéw matematycznych wymierne nie trudniejsze niz
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢ (x+1) n 1 5 2x
matematycznych. x(x=1) * x+17 (x—=1)(x+1)"

Zasady oceniania

5 pkt — zastosowanie poprawnej metody rozwigzania nierdwnosci wymiernej oraz poprawny

G 5
wynik: [-3,—-2) U (Z’E]'
4 pkt — wyznaczenie dziedziny nieréwnosci: R\{—2,2} oraz zapisanie nieréwnosci
—2(x—3(x+3)
x=2)(x+2) —

W postaci

ALBO
rozwigzanie nieréwnosci wielomianowej —2 (x - %) x+3)(x-2)(x+2)=0:
5
[-3,—-2] U [2, E]'
3 pkt — wyznaczenie dziedziny nieréwnosci: R\{—2,2} oraz zapisanie nierownosci
. —2x2—x+15
w postaci =2Dx+2) =0
ALBO
—2(x—23
(x—5(x+3) -
(x=2)(x+2) =
2 pkt — wyznaczenie dziedziny nieréwnosci: R\{—2,2} oraz zapisanie nieréwnosci

taci x—1+x+2 >2x+7
WPPSaC. (% 12) = 2%

Zapisanie nieréwnosci w postaci

ALBO
T e i . —2x2—x+15
zapisanie nieréwnosci w postaci [C=AIe=)) > 0.
1 pkt — wyznaczenie dziedziny nierownosci: R\{—2, 2}
ALBO

x—1+x+2 2x+7
(x=2)(x+2) = 24x °
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

zapisanie nieréwnosci w postaci

Przykitadowe petne rozwigzanie
x—1 1 3 .
x2—4 2-x = 2+x +2;

Wyznaczamy dziedzine nierownosci

x2—4#0 i 2—-x#0 i 2+x#0
Zatem nieréwnos$¢ ma sens liczbowy dla x € R\{-2, 2}.

Przeksztatcamy kolejno nierownosg¢, otrzymujac:
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

x—=1+x+2 >2x+7

(x—2)(x+2) " 2+x

2x + 1 >(2x+7)(x—2)
x—2)(x+2)" (x—-2)(x+2)

2x+1 (2:7c+7)(x—2)>
x-2Dx+2) x-2)(x+2) ~
2x + 1 _2.762+3x~1"-1->0
(x—2)(x+2) (x—-2)(x+2)
—2x%2 —x+ 15

(x—2)(x+2) —

-—2(x—%)(x+3)
(x—2)(x+2)

. N 2(-H@H3) .
Poniewaz znak wyrazenia wymiernego G=2)(x+2) jest taki sam, jak wyrazenia

bedacego iloczynem licznika i mianownika tego utamka algebraicznego, wiec

—2 (x-g) (x+3)(x—2)(x+2) >0

Zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnosci wielomianowe;j
-2 (x - %) (x+3)(x—2)(x +2) = 0 jest zbiér [—3,—2] U [2, g]

Uwzgledniamy dziedzine nieréwnosci wymiernej i otrzymujemy zbior wszystkich rozwigzan

nierownosci wymiernej: [—3,—2) U (2,%].
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Zadanie 9. (0-5)

Wymaganie ogélne

Wymagania szczegétowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
probleméw praktycznych i teoretycznych.

Zdajacy:

[11.R3) stosuje wzory Viéte'a dla rownan
kwadratowych;

[11.R5) analizuje réwnania i nierownosci [...]
kwadratowe z parametrami,

w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan
w zaleznosci od parametréw, podaje
warunki, przy ktérych rozwigzania maja
zadang wiasnosc¢, i wyznacza rozwigzania
w zaleznosci od parametrow.

Zasady oceniania

5 pkt — zastosowanie poprawnej metody oraz poprawny wynik: m € (@ 4).

4 pkt — poprawne rozwigzanie nierownosci A > 0: m € (5,4) oraz zapisanie nierownosci

z jedng niewiadomg m (wynikajacej z warunku x3 + x5 < 5x%x, + 5x,x3)
w postaci —7m3 + 76m? — 272m + 320 < 0 lub

(m—4)(=7m? +48m —80) <0, lub —7(m — 4)*(m — g) <0

ALBO

poprawne rozwigzanie nieréownosci z jedng niewiadomg m (wynikajgcej z warunku

x3 + x5 < 5xZx, + 5x,x2): m€ (

4) U (4 +).

3 pkt — poprawne rozwigzanie nieréwnosci A > 0: m € (§,4) oraz zapisanie nierbwnosci

z jedng niewiadomg m, ktéra wynika z warunku x3 + x5 < 5x?x, + 5x;x2 , np.

m—49)[(m—-4)>2-3m?*-7m+12)] <5(m?* —=7m+12)(m — 4)

ALBO

zapisanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m (wynikajacej z warunku
x3 + x5 < 5x%x, + 5x,;x%) w postaci —7m?> + 76m? — 272m + 320 < 0 lub

(m —4)(=7m? + 48m — 80) < 0, lub —7(m — 4)*(m — @) <O0.

2 pkt — poprawne rozwigzanie nieréwnosci A > 0: m € @4) oraz przeksztalcenie

warunku x; + x3 < 5x%x, + 5x,x2 do postaci pozwalajgcej na bezposrednie

zastosowanie wzoréw Viete'a, np.

(1 + x)[ (g + xz)z — 3x1%3] < 5x1%, (%1 + x3)

ALBO

zastosowanie wzorow Viéte'a i zapisanie nierownosci z jedng niewiadomg m, ktéra

wynika z warunku x5 + x3 < 5x%x, + 5x;x2 , np.

(m—4)[(m—4)>—-3m?—7m+12)] < 5(m? — 7m + 12)(m — 4).

1 pkt — poprawne rozwigzanie nieréwnosci A > 0: m € (2,4)
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

ALBO
przeksztalcenie warunku x3 + x5 < 5x?x, + 5x,x2 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viete'a, np.
(g + 22)[(x1 + 22)% = 3x1%,] < 5xyx,(x1 + x3).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Tréjmian x? — (m — 4)x + m? — 7m + 12 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste tylko
wtedy, gdy jego wyréznik A jest dodatni, tj.

(m—4)? —4(m?—7m+12) >0
—3m?%+20m—32>0

—3(m—4)(m—g) >0

Zatem m € (%4)

Nieréwnos$é x3 + x5 < 5x?x, + 5x,x2 przeksztalcamy réwnowaznie do postaci, ktéra
pozwoli na bezposrednie zastosowanie wzorow Viéte'a:

x; + x5 < 5xZx, + 5x,x3
(X1 + x2)[x] = %1%, + x5] < 5x1%5(x1 + %)
(x1 + x2)[(x1 + x2)% = 3x120,] < 5xy %, (%1 + x3)
Stosujemy wzory Viete'a i otrzymujemy:
(m—4)[(m—4)>-3(m?—-7m+12)] < 5(m? = 7m + 12)(m — 4)
(m—4)[(m—-4)>—-8(m?*—-7m+12)] <0

(m—4)(=7m? +48m —80) < 0

20
—7(m—4)*(m — ) <0
me (2—:,4) U (4, +)

Czescig wspolng zbiorow (2,4) i (? 4) U (4, +0) jest (@,4).
Réwnanie x? — (m —4)x + m? — 7m + 12 = 0 ma dwa rdézne rozwigzania rzeczywiste,

spetniajgce warunki zadania, dla m € (—2—0 4).
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Zadanie 10. (0-5)

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegolowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy X.R5) wyznacza przekroje szescianu
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | i ostrostupow prawidtowych oraz oblicza ich
nietypowych. pola, takze z wykorzystaniem trygonometrii.

Zasady oceniania

2710 ,

5 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: Pprsekroju = oo ¢
4 pkt — obliczenie wysokos$ci h oraz dtugosci podstawy EF trapezu BCFE: h = %—Ta
oraz |EF| = 0,8a.
3 pkt — obliczenie dlugosci podstawy EF trapezu BCFE: |EF| = 0,8a
ALBO
3J/10
10 a.

obliczenie wysokosci h trapezu BCFE: h =

2 pkt — zapisanie zaleznosci prowadzacej do obliczenia dtugosci podstawy EF trapezu, np.

|EF| _ IRS]
|AD| — |SG]|
ALBO
obliczenie |SG| = @a oraz |RS| = 2‘{5—1_0a,
ALBO
zapisanie zaleznos$ci prowadzgcej do obliczenia wysokosci h trapezu BCFE, np.
3/10 _h
10 ~ a°

1 pkt — zapisanie, ze przekroj jest trapezem (rownoramiennym).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga.
Jesli zdajacy nie zapisze, ze przekrdj jest trapezem, lecz realizuje strategie rozwigzania
zadania, to moze otrzymac co najwyzej 4 punkty za cate rozwigzanie.

Przykiadowe pelne rozwigzanie
Odpowiedni przekrdj przedstawiono na rysunku
obok.

e s i S st s — ke = g —_———— e
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

P i G - s$rodki krawedzi, odpowiednio, BC i AD.
E€AS i FeEDS,i EF || AD. Podstawa ABCD jest kwadratem o boku a. Krawedzie

boczne sg réwnej dtugosci.

Otrzymany przekr6] BCFE jest trapezem rownoramiennym.

Wprowadzamy oznaczenia:

O — punkt przeciecia przekatnych podstawy ABCD,

R — $rodek odcinka EF,

H — rzut prostokatny punktu R na ptaszczyzne podstawy ABCD,

h — wysokos¢ trapezu BCFE.

Trojkat SOG jest prostokatny, wiec z definicji funkcji cosinus otrzymujemy

oG]
cosa = ISG]
1
vi0 3a
10  |SG|
Sowste ‘ By V10
Stad wysokos¢ Sciany bocznej ostrostupa jest rowna |SG| = - a.

Trojkat GPR jest prostokatny, wiec z definicji funkcji cosinus otrzymujemy

Obliczamy dtugosc¢ odcinka RS:

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA

_ |RG]|
cosa = 1GP|
V10 _ |RG|

10 «a
V10
!RGI —Ta
|RS| = |SG| — |RG]|
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzien 2022 r.

Tréjkaty ADS i@ EFS na mocy cechy kkk sa podobne, wiec

|EF| _|RS|
|AD| ~ |SG]

Stad wyznaczamy dtugost podstawy EF trapezu BCFE:

2410
|EF| —F—a
a 10

7 4
|EF| = 0,8a

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i obliczamy sin a:

sin¢a + ﬂ 2—1
) 10 /

. 3v10

sina =—-

Trojkat GRP jest prostokgtny. Korzystamy z definicji funkcji sinus i obliczamy wysokosé A
przekroju:

6 ey =
Obliczamy pole przekroju: Purzekroju = % . %a =0,9a - 3;50 a= 2:830 a’.
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Zadanie 11. (0-5)

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Wymaganie ogélne

Wymagania szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

Zdajacy:

VII.R7) stosuje twierdzenie sinusow;
VII.R5) korzysta ze wzoréw na sinus,
cosinus i tangens sumy i roznicy katow,

a takze na funkcje trygonometryczne katéw
podwojonych.

Zasady oceniania

27648

5 pkt — obliczenie pola P iobwodu L trapezu i poprawne wyniki: P = NI L = 27,36.

234

4 pkt — obliczenie dtugosci dtuzszej podstawy oraz obliczenie wysokosci trapezu: a = 55

144
h=>e

ALBO

obliczenie dtugosci diuzszej i krotszej podstawy: a = 2—235i oraz b = 6,

ALBO

obliczenie pola P trapezu: P =
ALBO

27648
625

obliczenie obwodu L trapezu: L = 27,36.

234

3 pkt — obliczenie dlugosci diuzszej podstawy: a = >e

ALBO

144

obliczenie wysokosci trapezu oraz obliczenie diugosci odcinka EB: h = —g- oraz

42

|EB|=E,

ALBO

192

obliczenie dlugosci odcinka AE: |AE| = >e -

117

2 pkt — obliczenie sinusa kata ACB: sin(a + f) = T3¢

ALBO

144

obliczenie wysokosci trapezu: h = 2E

ALBO

42

obliczenie dtugosci odcinka EB: |EB| = 7E

ALBO

48

obliczenie diugosci odcinka AC: |AC| = < -

1 pkt — obliczenie sinusa kata BAC: sina = % :

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzien 2022 r.

Przykladowe pelne rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia:

« — dtugost dluzszej podstawy trapezu,

b — diugosé krétszej podstawy trapezu,

|&BAC| = a, |4ABC| = 8,

CE — wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka € frapezu na podstawe AB.

Poniewaz na trapezie ABCD opisano okrag, wiec trapez jest rownoramienny. Promien
okregu opisanego na trojkgcie ABC jest rowny promieniowi okregu opisanego na trapezie
ABCD. Poniewaz |AB| > |CD|, wiec a < 90° i f§ < 90°.

Stosujemy twierdzenie sinusdw w trojkgcie ABC i abliczamy sinus kata «a:

|BC|

- = 2R
sina

6

- =10
sin a

_ 3
sing =

Korzystajge z jedynki trygonometrycznej, otrzymujemy cosa = % .

Obliczamy sinus kata .
sin|4BAC| 5

Poniewaz m = g , WiQC
o8
smﬁ—g-sma’
. _8 3_24
SInfi =g e=58

Korzystajac z jedynki trygonometrycznej, otrzymujemy cos ff = % .

Obliczamy sinus kata (a + f2), korzystajac ze wzoru na sinus sumy katow:

3.7 4x 117

5 25 5 25 125

Stosujemy twierdzenie sinusow do trojkata ABC i obliczamy diugosé diuzszej podstawy
trapezu:

sin(x + B) =

a

Sm[BC —(a ¥ /)]
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

—
Ul

234
T

Trojkat BEC jest prostokgtny. Obliczamy wysoko$¢ h trapezu, diugos¢ odcinka EB oraz
diugosc¢ krotszej podstawy trapezu:

h o |EB|_
IBCI_SmB oraz IBCI_COSB
h_24 IEBl_ 7
6 25 % g o
b= 44 5B 42
=3z oraz | |—25
b=a-2-|EB|
b_234 5 42_6
~ 25 25

Obliczamy pole P iobwodd L trapezu:

234
=ﬁ+6. 144 _ 27648

2 25 625

P

L=3-6+22 <2736
- 25 7V
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Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Zadanie 12. (0-6)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy IX.R1) postuguje sie rownaniem prostej
rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach | w postaci ogdéinej na ptaszczyznie [...];
nietypowych. IX.R3) znajduje punkty wspodlne prostej
i okregu oraz prostej i paraboli bedgce;j
wykresem funkcji kwadratowe;.

Zasady oceniania
6 pkt — obliczenie odlegtosci h. punktu C od prostej k oraz pola P tréjkgta ABC:

hc=%ip=54.

5 pkt — obliczenie pola P tréjkgta ABC: P = 54
ALBO
obliczenie odlegtosci hs punktu C od prostej k oraz obliczenie wspotrzednych

punktéw A i B: hg =% oraz A=(7,2) i B=(-5,14).

4 pkt — obliczenie wspotrzednych punktéw A, B oraz C: A = (7,2), B = (-5,14)
i C=(1,-1)
ALBO
obliczenie odlegtosci h, punktu C od prostej k oraz zapisanie uktadu réwnan
prowadzgcego do obliczenia wspotrzednych punktéw A i B:

. 9 {x +y—-9=0
¢ =—= oraz 1.5 3 1
V2 y=gat~mgty
3 pkt — obliczenie wspétrzednych punktéw A i B oraz wyznaczenie pochodnej funkcji
y=%x2 —%x+%: A=(7,2) i B=(-5,14) oraz y' =%x—%
ALBO
obliczenie wspoétrzednych punktu C oraz zapisanie uktadu rownan prowadzgcego do
x+y—9=0
obliczenia wspoétrzednych punktéw A i B: C = (1,—1) oraz { 1. 3 i
y = zx —_ Ex + 7
ALBO
obliczenie odlegtosci h, punktu C od prostej k: h; = J% )
2 pkt — obliczenie wspotrzednych punktéw A i B: A =(7,2) i B =(-5,14)
ALBO
obliczenie wspdtrzednych punktu C: C = (1,—1),
ALBO
zapisanie uktadu rownan prowadzgcego do obliczenia wspotrzednych punktow A i B
oraz wyznaczenie pochodnej funkcji y = %xz - %x + % :
x+y—9=0 1 3
oraz y=5x—5.
{}’=%x2—%x+% y=37%"7
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

1 pkt — zapisanie uktadu réwnan prowadzgcego do obliczenia wspétrzednych punktéw A i B:

x+y—9=0
1,3 .1
Y=3* 727,
ALBO

wyznaczenie pochodnej funkcji y = ;‘l;xz - %x + % £ = %—x = % ;

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przykiadowe petlne rozwigzanie
Zapisujemy ukfad réwnan prowadzgcy do obliczenia wspoirzednych punktow A i B.

E+y—=0=0
_1, 3 .1
Yy=3% T3 7g

Z pierwszego rownania wyznaczamy y = —x + 9 i podstawiamy wyrazenie —x + 9
w miejsce y do drugiego roéwnania, otrzymujgc:

+9 1z 2 +1
X —4x 21’4

x2-2x—-35=0
x=-5 lub x=7

Dla x = =5 otrzymujemy y = 14, wiec B = (-5, 14).

Dla x = 7 otrzymujemy y = 2, wiec A = (7,2).

Oznaczmy pierwszg wspoitrzedng punktu C przez x.. Prosta [ jest réwnolegta do
prostej k, wiec wspotczynnik kierunkowy obu prostych jest rowny (—1). Prosta [ jest
styczna do paraboli w punkcie C, wigc wspotczynnik kierunkowy prostej [ jest rowny

pochodnej funkeji y = L2 %x +% w punkcie x = x.. Zatem

4
1 3 ,
y=gr=s 1 yileg) =<1
1 3
—‘xC——'=—1
xc=1

czyli C =(1,-1).
Obliczamy wysoko$¢ h. trojkgta ABC poprowadzong z wierzchotka C na podstawe AB
(wysoko$¢ ta jest rowna odlegtosci punktu C od prostej k):

_j+(=1)=9 9
T VE+Z V2
Obliczamy dtugo$é boku AB: |AB| = /(=5 —7)% + (14 — 2)% = 12V2.

Obliczamy pole P tréjkgta ABC: P = % |AB| - h¢e = % 12v/2 - J% = 54,

CENTRALNA .
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Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Egzamin maturalny z matematyki (poziom rozszerzony). Test diagnostyczny — grudzieri 2022 r.

Uwaga.
Pole P trojkata ABC mozna rowniez obliczy¢ ze wzoru

1
P = 7 |(xg = x0) Ve — ¥a) — s — Ya) (xc — x4) |
Woaéwczas otrzymujemy

P= % (-5 -7)(-1-2)-(14-2)1-7)| = % |36 — (—=72)| = 54
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