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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Uwagi ogélne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajacy popetni btedy rachunkowe, ktére na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajqg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktéw za dane zadanie).

Zadanie 1. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024’

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. [.R1) stosuje wzér na zamiane podstawy
1. Stosowanie obiektow matematycznych logarytmu.
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Zasady oceniania
2 pkt — poprawne obliczenie a — b: 2023.
1 pkt — obliczenie a: a = 452
ALBO
— obliczenie b: b = 2.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Obliczamy a:

a = 4108245 — (22)log2 45 — glogz 452 _ 452 — 2025
Stosujemy wzér na zamiane postawy logarytmu i obliczamy b:

_log32023  logz 2023

~ logy 2023 ~ logs 2023
logs 9

= logs 9 =2

Zatem a— b = 2023.

'Rozporzadzenie Ministra Edukaciji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1246).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 2. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XI.R1) oblicza liczbe mozliwych sytuaciji,
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | spetniajgcych okreslone kryteria,
nietypowych. z wykorzystaniem reguty mnozenia

i dodawania (takze tgcznie) oraz wzoréw na
liczbe: permutaciji, kombinacji i wariaciji,
réwniez w przypadkach wymagajgcych
rozwazenia ztozonego modelu zliczania

elementow.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: n = 9.
2 pkt — zapisanie rownania z niewiadoma n, ktore wynika z warunkéw zadania, np.
nl=12:-(n-2)!- 3L
1 pkt — zapisanie, ze liczba wszystkich sposobow ustawienia n oséb w kolejce jest rowna
n!
ALBO
— zapisanie, ze trzy kolejne miejsca sposrod n miejsc mozna wybra¢ na n — 3
sposoby (lubna (,",) sposoby),
ALBO
— potraktowanie Ani i jej dwoch znajomych jak jednej osoby i zapisanie, ze liczba
ustawien tych n —2 osoéb jest rowna (n — 2)!
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Liczba wszystkich sposobdéw ustawienia n osob w kolejce jest rowna n!.

Liczbe wszystkich tych ciagow, w ktérych Ania i jej dwoch znajomych zajmuja trzy sgsiednie
miejsca, mozemy obliczyé, traktujgc Anie i jej dwoch znajomych jak ,jedng osobe”.

W rezultacie mamy ustawic cigg ztozony z n — 2 0sdb, co mozna zrobi¢ na (n — 2)!
sposobdéw. Na ustalonych trzech miejscach Anie i jej dwdch znajomych mozemy ustawic¢ na
3! sposobow, wiec liczba wszystkich tych ciggow, w ktoérych Ania i jej dwoch znajomych
zajmuja trzy kolejne miejsca jest rowna (n — 2)!- 3.

Z warunkow zadania wynika réwnanie

nl=12-(n-2)!-3!
Stad, po podzieleniu obu stron tego réwnania przez (n — 2)!, otrzymujemy:
nn—-1)=12-6
n?-n—-72=0
n—=9)(n+8)=0
Poniewaz n jest liczbg catkowitg dodatnig, wiec n+ 8 > 0. Zatem n —9 =0, czyli n = 9.

Egﬁgﬂ - Strona 3 z 30

EGZAMINACYJNA



Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Egzamin maturalny z matematyki na poZiomfe rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Uwaga.

Liczbe wszystkich ciggow, w ktorych Ania i je] dwdch znajomych zajmuja trzy kolejne miegjsca,
mozemy obliczyt tez w nastgpujgcy sposob.

Trzy kolejne miejsca sposrdd n migjsc mozemy wybraé na n — 2 sposoby. Na wybranych
trzech migjscach Anig i jej dwdch znajomych mozemy ustawi¢ na 3! sposobow, a na
pozostatych n — 3 miejscach mozemy pozostale osoby ustawié na (n — 3)! sposobdw.
Zatem liczba szukanych ciggow jestrowna (n —2) 31" (n— 31 =(n— 2} 3!
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 3. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegétowe
[Il. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. XI1.R2) stosuje schemat Bernoullego.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu

problemoéw praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 0,97 .

2 pkt — poprawne zastosowanie wzoru na prawdopodobienstwo uzyskania k sukcesow
w n probach Bernoullego i zapisanie prawdopodobienstwa w postaci

. 7 1 0 7 7 1 2 9 5
rey=o)-G - &)+ @ -G+ 8 & -
1 pkt — ustalenie i zapisanie liczby préb (n), liczby sukceséw (k), prawdopodobienstwa
sukcesu (p) i porazki (q) w pojedynczej probie w schemacie Bernoullego: n = 7,

1 9
kSz;p—ﬁj:q_'ﬁ

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
1

Jezeli zdajgcy poprawnie zapisze P(SY) = ( ) ' (ﬁ)o ' (5_0)7 ,P(S7) = (D ' (11_0)1 ' (1_90)6’

oraz P(S; )—( ) ( (10) ale z dalszego rozwigzania nie wynika, ze

P(A) = P(S9) + P(S}) + P(5%), to otrzymuje co najwyzej 1 punkt za rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzanie

Okreslamy prawdopodobienstwo sukcesu (p) i porazki (q): p = % ,q=1-p= % ;

Niech S¥ oznacza zdarzenie polegajgce na wystapieniu awarii w godzinach porannych
doktadnie w k dniach sposréd siedmiu rozpatrywanych (k € {0, 1, 2}).

Obliczamy prawdopodobienstwo P wystgpienia awarii w godzinach porannych w co
najwyzej dwéch dniach sposrod siedmiu:

P(A) = P(S9) + P(S}) + P(§%) =
112 79y ot 2 Gn8 132 7947
(-6 ) O 6+ 0 ) -
0/ \10 10 1/ \10 10 2/ \10 10
_97+7-95421-95 95.165 9743085
- 107 ~7107 10000000

’
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Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Zadanie 4. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogélne

Wymagania szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia
poprawnosci rozwigzywania problemaow,
tworzenie ciggu argumentow,
gwarantujgcych poprawnos¢ rozwigzania

i skutecznos$¢ w poszukiwaniu rozwigzan
zagadnienia.

Zdajacy:

XIII.R2) stosuje definicje pochodnej funkciji,
podaje interpretacje geometryczng
pochodnej;

XI11.R3) oblicza pochodng funkcji potegowej
o wykfadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen

0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu

i ilorazu.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: xo = 2 oraz y = 17x — 16.
2 pkt — obliczenie odcietej x, punktu P iwyznaczenie pochodnej funkcji f: x, = 2 oraz

f'(x) = 6x* —8x + 9.

1 pkt — obliczenie odcietej x, punktu P: x, = 2

ALBO

— wyznaczenie pochodnej funkcji f: f'(x) = 6x? —8x +9.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Obliczamy odcieta x, punktu P:

18 = 2x3 — 4x2 + 9x,

2x5 —4x5 +9x,—18 =0

2x8(xg—2)+9(xg—2)=0
(2x2+9)(xo—2) =0

2x2+9=0

lub x9—2=0

Poniewaz 2x% + 9 > 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x,, wiec x, = 2.

Wyznaczamy pochodng funkcji f:

f'(x) =6x>—8x+9

Wyznaczamy réwnanie kierunkowe stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P.Obliczamy
wspotczynnik kierunkowy a w rownaniu styczne;j:

a=f'(2)=17

Obliczamy wspotczynnik b w rownaniu stycznej:

18=17-2+0b

b=-16
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Styczna ma réwnanie y = 17x — 16.

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA

Zasady oceniania rozwigzan zadan
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Zadanie 5. (0-3)
Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogélne Wymagania szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze [I.R1) znajduje pierwiastki catkowite
kilkuetapowych, podawanie argumentow i wymierne wielomianu o wspotczynnikach
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania, | catkowitych.
odréznianie dowodu od przykfadu. [1l.R1) rozwigzuje nieréwnosci

wielomianowe typu: W(x) > 0,

W(x)=0, Wkx) <0, W(x)<0 da
wielomianow doprowadzonych do postaci
iloczynowej lub takich, ktére dajg sie
doprowadzi¢ do postaci iloczynowej metodag
wytgczania wspolnego czynnika przed

nawias lub metodg grupowania.

Zasady oceniania
3 pkt — spetnienie kryterium oceniania za 2 punkty i uzasadnienie prawdziwosci nieréwnosci
a2
@@ 50 ub (a—2)%(a+4)20,lub ala—2)%(a+4) >0 zpowolaniem

sie na zatozenie (dla sposobu |)
ALBO
— spetnienie kryterium oceniania za 2 punkty i przeksztatcenie nierownosci

248,8
i +3“+“ > 3,(12 +2.2 do postaci tezy (dla sposobu ),

ALBO
— spetnienie kryterium oceniania za 2 punkty oraz obliczenie f(2): f(2) =12 (dla
sposobu [l1).

(a—2)%(a+4)

2 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci a? + 1;6 > 12 do postaci >0 lub

(a—2)*(a+4)=0,lub ala—2)?>(a+4) =0 (dla sposobu I)
ALBO
— spetnienie kryterium oceniania za 1 punkt oraz zapisanie wielomianu a® — 12a + 16
w postaci (a —2)%(a + 4) (dla sposobu |),
ALBO
8

— zapisanie, ze dla kazdego a > 0 liczby a?, g '- S9 dodatnie oraz zapisanie

2w

nierownosci miedzy $rednimi arytmetyczng i geometryczng liczb dodatnich a?, g :

a2+§-+§ 3 8 8
— ,QZ'E'E (dla sposobu Il),

ALBO

— obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji f oraz wyznaczenie w przedziale
(0,+0) argumentu, dla ktérego funkcja osigga w tym przedziale wartos¢ najmniejszg
(wraz z uzasadnieniem): a = 2 (dla sposobu [lI).

3
1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci a? + 1;6 > 12 do postaci aiz—aﬂé =0 lub

a®—12a+16 = 0, lub a(a® —12a + 16) = 0 (dla sposobu )
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

ALBO

— zapisanie, ze dla kazdego a > 0 liczby a?,
ALBO

— obliczenie pochodnej funkcji f okreslonej wzorem f(a) = a? + % dla a>0 (lubw

sg dodatnie (dla sposobu l),

1

2w
2w

szerszym zakresie), np. f'(a) = 2a — 1—2 (dla sposobu IlI).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano nieprawidtowg metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Jesli zdajacy opiera swoje rozwigzanie na nierownosci miedzy srednimi (sposob Ill) i stosuje

nieréwno$¢ miedzy $rednimi liczb a?, g ; % bez zapisania, ze liczby te sg dodatnie, to moze

otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

CENTRALNA
KOMISJA Strona 9z 30
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Przykiadowe petne rozwigzania

Sposob |

Przeksztatcamy nieréwnosé a? + -1;6 =12:
a® 16 12a
a a a

a®—12a + 16
=0
a

a(@®-12a+16)=>0 i a=#0

Zauwazamy, ze pierwiastkiem wielomianu W(a) = a® — 12a + 16 jest liczba 2. Stad
W(a) = (a — 2)(a® + 2a — 8). Poniewaz pierwiastkami tréjmianu kwadratowego
a’ + 2a — 8 sgliczby 2 i (—4), wiec W(a) = (a — 2)*(a + 4). Zatem nieréwnosé
a(a® —12a + 16) = 0 mozna réwnowaznie zapisaé w postaci

a(a—2)*(a+4) =0

Dla kazdej liczby dodatniej a wyrazenie (a — 2)? jest liczbg nieujemna, natomiast
wyrazenie (a + 4) jest liczbg dodatnig. Zatem dla kazdej liczby dodatniej a wyrazenie
a(a—2)*(a +4) jest nieujemne jako iloczyn liczb nieujemnych. Oznacza to, Ze nierownos¢

a’ + % > 12 jest prawdziwa dla kazdej liczby dodatniej a. To nalezato wykazac.

Inna realizacja rozktadu wielomianu a® — 12a + 16 na czynniki:

a®—12a+16=a®>—16a +4a+16 = a(a®?—-16) +4(a+ 4) =
=a(a—4)(a+4)+4(a+4)=(a+4|a(a—4)+4] =
=(a+4)(a®?—4a+4) =(a+4)(a-2)>

Sposob 11
Dla kazdego a > 0 liczby a?, % ,S sg dodatnie. Korzystamy z nieréwnosci miedzy

$rednimi arytmetyczng i geometryczng liczb a?, '?{ ; 2- i otrzymujemy:

8 , 8

a’?+-+-—
3 a a
a? +1a—6 ,

= V64
3
16

To nalezato wykazac.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Sposob 111
Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem f(a) = a? + ? dla kazdej liczby rzeczywistej
a>0.
Obliczamy pochodng funkgji f:
, 16 2a®-16
f'(a) =2a - 2 &
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji f:
2a® — 16
—F 2
203 —-16=0
a=2

Poniewaz f'(a) >0 dla a € (2,+%) oraz f'(a) <0 dla a € (0,2), wiec funkcja f
jest malejgca w przedziale (0,2] oraz jest rosngca w przedziale [2,+0).
Zatem dla argumentu a = 2 funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejsza rowng

f(2)=2%+ % = 12. Stad f(a) = 12 dla kazdej liczby dodatniej a.

To oznacza, ze nieréwnos¢ a? + ];1—6 > 12 jest prawdziwa dla kazdego a > 0.

CENTRALNA r
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin dodatkowy 2023 r.

Zadanie 6. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogélne

Wymaganie szczegotowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze
kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,

odroznianie dowodu od przyktadu.

Zdajacy:

VII1.1) wyznacza promienie i Srednice
okregow, diugosci cieciw okregéw oraz
odcinkéw stycznych, w tym

z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

Zasady oceniania

3 pkt — spetnienie kryterium oceniania za 2 punkty oraz uzasadnienie, ze |AC| = |BC]|.

2 pkt — wyznaczenie dtugosci odcinkéw AP, AQ, BD, CD, CQ w zaleznosci od tej samej
zmiennej, np. |AP| = 5x, |AQ| = 5x, |BD| = x, |CD| = 2x, |CQ| = 2x.

1 pkt — zapisanie rownosci wynikajgcej z twierdzenia o odcinkach stycznych: |BD| = |BP|
(lub |AP| = |AQ], lub |CQ| = |CD]).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzanie

Niech |BP| = x.

Z twierdzenia o odcinkach stycznych wnioskujemy, ze |BD| = |BP| = x.

Z zatozenia |CD| = 2+ |BD| otrzymujemy |CD| = 2x. Z twierdzenia o odcinkach stycznych
wnioskujemy, ze |CQ| = |CD| = 2x (zobacz rysunek).

okrag O

Poniewaz |AQ| = 5-|BP|, wiec |AQ| = 5x. Ponownie z twierdzenia o odcinkach stycznych
wnioskujemy, ze |AP| = |AQ| = 5x.

Zatem |AC| = |AQ| — |CQ| = 5x — 2x = 3x oraz |BC| = |BD| + |CD| = x + 2x = 3x.
Wobec tego |AC| = |BC|, wiec trojkat ABC jest rownoramienny. To nalezato wykazac.
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Zadanie 7. (0-4)

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogélne

Wymaganie szczegotowe

lll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu

problemow praktycznych i teoretycznych.

Zdajacy:

VI.R2) rozpoznaje zbiezne szeregi
geometryczne i oblicza ich sume.

Zasady oceniania

4 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci zmiennej x, dla ktérych suma szeregu
istnieje (x € (—o0,—2) U (4, +00) ) oraz poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci

% x F . . 15
zmiennej x, dla ktérych suma jest rowna =

S e — o 1

3 pkt — wyznaczenie zbioru wszystkich wartosci x, dla ktorych istnieje skonczona suma
szeregu ( x € (—o,—2) U (4,+x) ) oraz zastosowanie wzoru na sume szeregu
geometrycznego, wyznaczenie tej sumy i zapisanie rownania z niewiadomg x:

2x 15
=) 2
ALBO

— zapisanie warunku zbieznosci szeregu (|g| < 1) oraz zastosowanie wzoru na sume
szeregu geometrycznego, wyznaczenie tej sumy, zapisanie réwnania z niewiadomag

22X

15, . . . : ; 5
x (———= = —) irozwigzanie tego réwnania: x = —=, x = 6.
() 2 4

x=1

2 pkt — wyznaczenie zbioru wszystkich wartosci x, dla ktorych istnieje skonczona suma

szeregu: x € (—o0,—2) U (4, +)
ALBO

— zapisanie warunku zbieznosci szeregu (|g| < 1) oraz zastosowanie wzoru na sume
szeregu geometrycznego, wyznaczenie tej sumy i zapisanie rownania z niewiadomg

X.

1 pkt — zapisanie ilorazu: q = —ﬁ.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jesli zdajacy rozwigze odpowiednie rownanie i zapisze: x = —; V x = 6, a nastepnie

obliczy iloraz szeregu dla kazdej z wyznaczonych wartosci zmiennych i na tej podstawie
dokona wiasciwego wyboru rozwigzania, to otrzymuje 4 punkty.
2. Jesli zdajgcy rozwigze zadanie bez rozwazenia warunku |q| < 1, to moze otrzymac

maksymalnie 2 punkty.

3. Jesli zdajgcy zapisze poprawny warunek zbieznosci szeregu: |—%| < 1, ale popetni btgd

przy wyznaczaniu przedziatu zbieznosci i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to

moze otrzymac 3 punkty.

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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4, Jezeli zdajacy popetni blad przy wyznaczaniu ilorazu ciggu, ktéry bedzie wyrazeniem
wymiernym zmiennej x, np. zapisze, ze g = -—%, i konsekwentnie rozwiaze zadanie do

kanca, to moze otrzymad maksymalnie 2 punkty.

5. Jedli zdajacy zapisze dany szereg jako sume dwéch szeregdw postaci

18x 17ix 6x Sax S51ax . .
Xt mtoy T O T ey bez odpowisedniego komentarza
i rozwiaze zadanie konsekwentnie do konca, obliczajac sume dwdch szeregdw, to moze

otrzymac maksymalnie 3 punkty.

Przykladowe pelne rozwiazanie

Pierwszy wyraz i iloraz tego szeregu sg rowne, odpowiednio, a, = 2x oraz
qg= —ﬁ .Poniewaz x # 1 i x # 0, to szereg ten jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

-] <1, cayli Ix =11 > 3. Stad x & (=00, ~2) U (4, +o0).
Wiedy suma § tego szeregu jest skenczona i rowna

¢ = a 2x _2x(x—1)
T1-q 4, _{_ 3\ x+2
1 ( x—l)

2x(x-1} _ 15

Rozwigzujemy réwnanie e

w zbiorze (—oo, —2) U (4, +o0):
2x(x—1) 15
x+2 2
4x(x —1) = 15(x + 2)
4x2 —19x — 30 =10
5
x=-7 € (-0, -2)U(4,+®) lub x=6€(—c0,—2)}U(4,+m)

Zatem x = 6.
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Zadanie 8. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymagania ogélne Wymaganie szczegotowe
Il. Wykorzystanie i tworzenie informaciji. Zdajacy:
2. Uzywanie jezyka matematycznego do VII.R6) rozwigzuje rownania
tworzenia tekstow matematycznych, w tym | trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
do opisu prowadzonych rozumowan wigkszym niz w przyktadzie
i uzasadniania wnioskow, a takze do 4cos2xcosS5x = 2cos7x + 1.

przedstawiania danych.

IV. Rozumowanie i argumentacja.

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach

nietypowych.

Zasady oceniania
. . - P . s 3m 5m b1 i3
4 pkt — poprawne metoda rozwigzania réwnania i poprawny wynik: S Ty
3 pkt — rozwigzanie réwnania sin(5x) = sin (x ~ g) (lub réwnania cosx = cos (Sx + g) )
w zbiorze liczb rzeczywistych: x = —g+ %ﬁ lub x = % o+ %r ,gdzie k€Z

ALBO

— przeksztatcenie réownania do alternatywy elementarnych réwnan trygonometrycznych
i rozwiazanie jednego z tych réwnan w zbiorze [—g %]
ALBO

— przeksztatcenie rownania do alternatywy elementarnych rownan trygonometrycznych
i rozwigzanie wszystkich rownan tej alternatywy w zbiorze R.

2 pkt — rownowazne przeksztatcenie rownania do postaci, ktéra jest rownoscig sinuséw lub

cosinuséw, np. sin(5x) = sin (x - g), CO0SX = COS (Sx + g)

ALBO
— zastosowanie wzoru na sume sinusow lub na sume cosinusoéw i przeksztatcenie
réwnania do postaci alternatywy elementarnych rownan trygonometrycznych, np.

sin (Zx + E) =0 lub cos (3x - E) =0, cos G— Zx) =0 lub cos (E - 3x) =0.

1 pkt — zastosowanie wzoru redukcyjnego i przeksztatcenie rownania do postaci, w ktorej
wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna, np. sin(5x) + sin G - x) =1,
cos (E = Sx) + cosx = 0.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob | (rownosc¢ sinusow)

Zapisujemy réownanie w postaci rbwnowaznej, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja
trygonometryczna zmiennej x:

sin(5x) + cosx =0

CENTRALNA r
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sin(5x) + sin (g - x) =0

s
sin(5x) = —sin (E - x)
Poniewaz funkcja sinus jest nieparzysta, wiec
/1
sin(5x) = sin (x = E)
Stad
5x=x—g+2k1r lub 5x=:rr—(x—%)+2k:rr

n+krr lub n+krr
=gty WESF g

gdzie k € Z.
Wyznaczamy rozwigzania rownania sin(5x) + cosx = 0 w zbiorze [—gg]
m 3t 5m wm mw

T8 RT 128 12 4
Sposob Il (poprzez sume sinusow)

Zapisujemy rownanie w postaci rownowaznej, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja
trygonometryczna zmiennej x:

sin(5x) + cosx =0
- - 71- -
sin(5x) + sin (E - x) =0

Korzystamy ze wzoru na sume sinusow i otrzymujemy

Sx+%—x 5x—(%—x)
2 sin — . COS — =0

sin (2x +%) =0 lub cos (sx -E) =0

4
T T T
2x+1=kn lub 3x—z=§+kn
T km T km
x=—§+-2— lub x=z+?

gdzie k € Z.
T

Wyznaczamy rozwigzania rownania sin(5x) + cosx = 0 w zbiorze [—E,%]:
m 3m 5t T T
BE TR R4
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 9. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymagania ogélne Wymagania szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia | VIII.5) stosuje wiasnosci katéw wpisanych
poprawnosci rozwigzywania problemow, i Srodkowych.
tworzenie ciggu argumentow, IX.4) postuguje sie rownaniem okregu
gwarantujgcych poprawnosc¢ rozwigzania (x —a)®>+ (y—b)? =12,
i skutecznos¢ w poszukiwaniu rozwigzan
zagadnienia.
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

Zasady oceniania (dla sposobu 1)

4 pkt — poprawna metoda rozwigzania i poprawny wynik: P = 20.

3 pkt — obliczenie wysokosci CD tréjkgta ABC: |CD| = 4.

2 pkt — obliczenie (podanie) dlugosci odcinkow AD i BD: |AD| =8 oraz |DB| = 2.
1 pkt — zapisanie, ze bok AB trojkgta ABC jest srednicg danego okregu

ALBO
— zapisanie, ze srodek S = (1,2) danego okregu lezy na prostej o réwnaniu
4x -3y +2=0.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Zasady oceniania (dla sposobu II)
4 pkt — poprawna metoda rozwigzania i poprawny wynik: P = 20.

3 pkt — obliczenie wspoétrzednych wierzchotka € tréjkgta ABC: C = (6,2) lub C = (—%?)

2 pkt — obliczenie wspétrzednych punktu D: D = (%,%)
1 pkt — obliczenie wspotrzednych punktéw A i B,np. A= (-2,-2) i B = (4,6).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Jesli zdajacy popetnia w rozwigzaniu btgd merytoryczny albo btednie odgaduje np. dtugosci
odcinkow AD i BD, to za cate rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposob |

Poniewaz prosta o rownaniu 4x — 3y + 2 = 0 przechodzi przez srodek S = (1,2) danego
okregu, wiec bok AB jest srednicg tego okregu. Zatem [AB| = 10. Wysokos¢ CD dzieli bok
AB tak, ze |AD| = 4|DB|. Stadiz |AD|+ |DB| =10 wynika, ze |AD| =8 oraz |[DB| = 2.
Poniewaz kgt ACB jest kgtem wpisanym w okrag, opartym na srednicy, wiec jest kgtem
prostym. Wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego dzieli przeciwprostokgtng AB

tak, ze |CD|=+/|AD|-|DB| =V8-2 = 4. Zatem pole P tréjkata ABC jest réwne

CENTRALNA ron
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1 1
P=>-|AB|-|CD| = 5104 =20

Sposob Il

Poniewaz prosta o rownaniu 4x — 3y + 2 = 0 przechodzi przez srodek S = (1,2) danego
okregu, wiec bok AB jest srednicg tego okregu. Obliczamy wspétrzedne punktéw A i B,
rozwigzujgc uktad rownan: 4x —3y+2=0 i (x —1)* + (y — 2)* = 25.

Z pierwszego z rownan uktadu wyznaczamy x: x = % i podstawiamy do drugiego z

réwnan uktadu, otrzymujgc kolejno:

—1) +(y—2)2=25

(3y—2
4

(33’4_ 6)2 +(y—2)2 =25

(24 (y-2)? =25
(y-2)?=16
ly—2|=4
y=-=2 lub y=6
Gdy y=-2,t0 x=-2. Gdy y=6,10 x = 4.
Ze wzgledu na symetrie, mozemy przyjac, ze A =(-2,-2) i B = (4,6). Wtedy |AB| = 10.

i b THT i AT whoe AT =t s i [ % ika. 3 -0
Poniewaz AD = = AB, wiec AD = 2 [6, 8] = [5 : 5]. Stad wynika, ze D = (5 - )
Wyznaczamy rownanie prostej, ktora zawiera wysokos¢ CD trojkata ABC: y =ax+ b

Prosta ta jest prostopadta do prostej 4x — 3y + 2 = 0, wiec %-a =-—1.Stad a = —% :

Wykorzystujgc wspotrzedne punktu D, otrzymujemy % = —% ’ % + b, czyli b= ? ;
Wyznaczamy wspotrzedne punktu C, rozwigzujgc uktad rownan
3 3 .
g b (x—1)*+(@y—-2)2%=25

Otrzymujemy

2

3 13
(x—1)2+(—zx+7—2) = 25

3 o2
_ 1) (—— —) =25
(x )4 + 4x+2
x2—2x+1+ix2—zx+§—25=0
16 4 4

5x2—28x—12=0
(x—6)5x+2)=0
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=6 lub x=—=
X u X T

Stad € =(6,2) lub ¢ =(-2,%).

5
Obliczamy wysokos¢ trojkata ABC.

Dla C = (6,2) otrzymujemy |DC| = J(e. - 15—“)2 4 (2 - %)2 =4,

2+(ﬂ—3)2=4.

2 14

Dla C = (—23—:) otrzymujemy |DC| = \,(_E_?)
Zatem pole P trojkata ABC jest réwne

1 1
P=—-|AB|-|CD|==-10-4 =20
= 14B1 - [cD| = 3

Uwaga:
Przyjmujgc A = (4,6) i B = (—2,—2), otrzymujemy D = (—g —E) Wtedy prosta, ktéra
zawiera wysokos¢ CD trojkata ABC, ma réwnanie y = —%x — 1. Wspotrzedne punktu C

obliczamy, rozwigzujgc uktad rownan: y = —%x —1i (x=1)?%+(y—2)*=25.
Otrzymujemy: € =(—4,2) lub C = (% ,—%). Dla obu tych przypadkéw |[CD| = 4 i pole
P=>-10-4=20.
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Zadanie 10. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
[Il. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. [11.R5) analizuje réwnania i nierownosci
2. Dobieranie i tworzenie modeli liniowe z parametrami oraz réwnania
matematycznych przy rozwigzywaniu i nieréwnosci kwadratowe z parametrami,
problemoéw praktycznych i teoretycznych. w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan
3. Tworzenie pomocniczych obiektow w zaleznosci od parametréw, podaje
matematycznych na podstawie istniejgcych, | warunki, przy ktérych rozwigzania majg
w celu przeprowadzenia argumentacji lub zadang wtasnosc, i wyznacza rozwigzania
rozwigzania problemu. w zaleznosci od parametrow.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu warunku A> 0. Za poprawne wykonanie tego etapu
zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne rozwigzanie warunku A> 0: m € (—oo,é) U (1,+00).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Drugi etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych jest
spetniony warunek i2 + iz 4
*1 X2

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:
3 pkt — wyznaczenie tych wszystkich wartosci m, dla ktérych spetniony jest warunek

1 1 .

gtg<lme(-4 —2v6,0) U (0,—4 + 2V6).
2 pkt — zapisanie nierownosci z jedng niewiadomg m, ktéra odpowiada warunkowi
(m_ﬂ)z_z'(*z;m-ﬁ)
= (—2m+3)2m <L

m

1 pkt — przeksztatcenie wyrazenia ;:3 + ;15 < 1 do postaci pozwalajgcej na bezposrednie
1 2

1 a g
=+=<1,np.
xs " xk 2

(x1+x2)2—2x12;
(x1x2)?
zawierajgcej jedynie zmienne x; + x, oraz x;x,).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

zastosowanie wzoréw Viéte'a, np. <1 (lub innej rownowaznej, ale

Trzeci etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych spetnione
sg jednoczesnie warunki: A >0 i % +é < 1.
1 £

Za poprawne wykonanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci m, dla ktérych A >0 i % + xlz <1

1 2
m € (—4—2v6,0) u (0,3).
0 pkt — rozwigzanie, w ktorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A= 0 (zamiast A > 0), to za | etap rozwigzania
otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajgcy w |l etapie rozwigzania rozwaza niepoprawng nierownos¢ wymierng
i rozwigzanie tej nierownosci jest zbiorem roztgcznym ze zbiorem rozwigzan nieréwnosci
z | etapu, to zdajgcy otrzymuje 0 punktow za Il etap.

3. Jezeli w rozwigzaniu zdajgcego nie ma zapisu m # 0 albo m # % albo zdajgcy nie

uwzglednia w rozwigzaniu warunku m # 0, albo m # g to zdajgcy moze otrzymac co
najwyzej 4 punkty za cate rozwigzanie.
Przyktadowe peilne rozwigzanie

Réwnanie mx? — (m + 1)x — 2m + 3 = 0 ma doktadnie dwa rézne rozwigzania rzeczywiste
wtedy i tylko wtedy, gdy m % 0 i wyréznik A tréjmianu kwadratowego
mx? — (m+ 1)x —2m + 3 jest dodatni.

| etap
Rozwigzujemy warunek A > 0:
[-(m+1)]?—=4m-(-2m+3) >0
I9m?—10m+1>0
(m-1)O%m-1)>0

me (—00, é) U(1,+x)

Zatem réwnanie mx? — (m + 1)x — 2m + 3 = 0 ma dokfadnie dwa rézne rozwigzania

rzeczywiste, gdy m € (—o,0) U (0,%) U (1, +0).

Il etap
Wyznaczymy wszystkie wartosci m, dla ktorych jest spetniony warunek: % + é <1.
1 2
Przeksztatcamy nieréwnos¢ % + % < 1 do postaci, ktéra pozwoli na bezposrednie
2

1

zastosowanie wzorow Viéte'a:
2 2
X1+ X2

(x1x3)?

<1

(x5 +x2)% — 2x5%5
(x1x,)?

Stad, po zastosowaniu wzoréw Viéte'a, otrzymujemy:

) e

5 < 1
(—Zm -+ 3)
m
i dalej
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Ht

m+ 1\* (—2m+3) 2m+3 , 3
( ) —2- <( ) i m¥+0 i m#*—=
m m 2

. ] 3
m+1)¢=-2m(-2m+3)<(-2m+3) i m=z0 i m#tz

| a2

m>*4+8m—-8<0 t m#0 i m#

3
me(—4—-2v6,—4+2V6) i m=0 | m#

1 1 - .
Zatem warunek — + 5 <1 jest spelniony tylko dla m € (-4 -2v6,0) U (0,—4 + 2v6).

Il etap
Wyznaczamy te wszystkie wartosci m, ktdre jednoczesnie spetniajg warunki: m = 0 i

mE(—m,ﬁ)U(lﬁoo) i me{(—4—2V6,—4+2V6) i mi%:

me (—4-2J6,0)u (0,%)
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Zadanie 11. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024
Wymaganie ogélne Wymaganie szczegotowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. V1.6) wykorzystuje wiasnosci ciggéw, w tym
2. Dobieranie i tworzenie modeli arytmetycznych i geometrycznych, do
matematycznych przy rozwigzywaniu rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych
problemow praktycznych i teoretycznych. w kontekscie praktycznym.

Zasady oceniania
5 pkt — obliczenie a,b oraz c;ca=1ib=3 ic=9.

4 pkt — rozwigzanie réwnania z jedng niewiadoma, np. a = — ? oraz a=1,9g=3 oraz
4
d=z:
2
3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadoma, np. (Ea + g) =a @a + ?)
6 . _ . _6 6 2
4 romr 2 B + a4 +1.

2 pkt — wykorzystanie zwigzku migdzy wyrazami ciggu arytmetycznego oraz zwigzku miedzy

wyrazami ciggu geometrycznego i zapisanie uktadu warunkow z trzema
2atc+1

niewiadomymi prowadzgcego do rozwigzania zadania, np. b? =ac i 2b = =

ic=b=6
ALBO
— zapisanie wyrazéw ciggu geometrycznego za pomocg jednej zmiennej/niewiadomej,
np. (a,ga + %,Ea + 2—35),
ALBO
— zapisanie wyrazow ciggu arytmetycznego za pomocg jednej zmiennej/niewiadome;,

bZ

np. (5= ,2b,b +6),
ALBO

— wykorzystanie zwigzku miedzy wyrazami ciggu arytmetycznego oraz zwigzku miedzy
wyrazami ciggu geometrycznego i zapisanie uktadu warunkéw z dwiema
niewiadomymi prowadzgcego do rozwigzania zadania, np.

_ 2a+aq*+1 . 2 _ —
2aq = = g7 —ay = 6.
1 pkt — wykorzystanie wtasnosci ciggu arytmetycznego i zapisanie rownania 2b = 2‘”2”1

ALBO

— wykorzystanie wiasnosci ciggu arytmetycznego i zapisanie rownania
2h = 2a+b+6+1

==,

ALBO

— wykorzystanie wtasnosci ciggu geometrycznego i zapisanie réwnania b? = ac,
ALBO

— wykorzystanie wiasnosci ciggu geometrycznego i zapisanie rownania aq® — aq = 6.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przykiadowe petne rozwigzania

Sposob |

Zwarunku ¢ —b =6 wyznaczamy c: ¢ = b + 6.
Zatem ciag (2a,2b,b + 7) jest arytmetyczny. Korzystamy z wtasnosci ciggu arytmetycznego

207 Stad 4b=2a+b+7,czyli b=2a+>.

i otrzymujemy 2b =
Z zalezno$ci c=b+6 oraz b = %a + g otrzymujemy ¢ = %a + % Zatem cigg
2 7 2 25Y% .
(a,ga +33at ?) jest geometryczny.
Korzystamy z wiasnosci ciggu geometrycznego i otrzymujemy
2

(2 +7 _ (2 +25) 9
g% 3) =#jgltgr] &

(2a+7)?=a-(6a+75)
0 =2a*+47a —49

A=47%2—-4.2-(—49) = 2601, VA =51

Poniewaz wszystkie wyrazy ciagu (a, b,c) sa dodatnie, wiec a = 1.

Witedy b = % 1 +§= 3ic=3+6=9.Stad (ab,c)=(1,39)

i (2a,2b,c+ 1) = (2,6,10).

Ciag (1,3,9) ma wszystkie wyrazy dodatnie i jest geometryczny (o ilorazie 3), ciag (2,6,10)
jest arytmetyczny (o réznicy 4).

Zatem ostatecznie a =1,b =3 oraz ¢ =9.

Sposob 1

C;g (a,b,c) jest geometryczny, wiec ze wzoru ogolnego ciggu geometrycznego otrzymujemy
b =aq oraz ¢ =aq®. Zwarunku ¢ — b = 6 otrzymujemy aq? —aq = 6. Stad

ag(g—1) =6.

Z warunkow zadania a # 0. Gdyby ¢ =0 lub g = 1, to réwnanie aq(q — 1) = 6 byioby
sprzeczne. Zatem q # 0 oraz q # 1. Wtedy a = qf_q.

Ciag (2a,2b,c + 1) jest arytmetyczny, wiec korzystamy z wiasnosci ciggu arytmetycznego

2a+aq®+1

i otrzymujemy 2aq = ,czyli 4aq = 2a + aq® + 1.

Wykorzystujgc zwigzki a = qf_q i 4aq = 2a + aq® + 1, otrzymujemy

6 6 N 6
g*—q q*—q

g%+ 1

Stad dalej otrzymujemy:
24 12 6q°
-4 -4 @-q
240 =12+ 6q*> +q* —q

+1

7q* —25q+12 =10
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(@-3)(7q-4)=0
=3 Wb q=1
q=3 lub q=;

6

G

Gdy g = % ,towtedy a = < 0, wiec dla tej wartosci g warunki zadania nie sg

spetnione.
6

Gdy g = 3, to wtedy a=32_3=1,b=3 i c=09.
Ciag (1,3,9) ma wszystkie wyrazy dodatnie i jest geometryczny (o ilorazie 3), ciag (2, 6,10)
jest arytmetyczny (o réznicy 4).

Zatem ostatecznie a=1,b=3 oraz ¢ =9.

Uwaga:
Jezeli zdajgcy nie odrzuci ujemnego rozwigzania a = —? i w konsekwencji poda dwie trojki

liczb a, b i c,to moze otrzymac co najwyzej 4 punkty.
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Zadanie 12. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymagania ogélne Wymagania szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VIII.R1) stosuje wiasnosci czworokagtow

rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

nietypowych.

Zasady oceniania

5 pkt — poprawna metoda rozwigzania oraz poprawny wynik: |AB| = 210, |BC| = 36,
|CD| =+/10, |AD| = 2+/6.

4 pkt — obliczenie diugosci bokéw AB i AD: |AB| =2v10 i |AD| = 2v/6 oraz spetnienie
jednego z ponizszych kryteridow I-ll1:
|. obliczenie dtugosci odcinka CE: |CE| = 3,
Il. wyznaczenie skali podobienstwa trojkgtow DEC i AEB: % ,
[Il. obliczenie dtugosci jednego z bokdw tego czworokata i zapisanie wyrazenia
arytmetycznego opisujgcego dtugosci pozostatych bokéw w zaleznosci od dtugosci
tego obliczonego boku.

3 pkt — obliczenie dlugosci bokéw AB i AD: |AB| = 2y/10 i |AD| = 2v6.

2 pkt — obliczenie wysokosci AP trojkata ASE: |AP| =+/15

ALBO

— obliczenie dtugosci odcinka CE: |CE| = 3,
ALBO

— wyznaczenie skali podobienstwa trojkatow DEC i AEB: % ;
ALBO

— obliczenie dtugosci odcinkow DE, BE, AE: |DE| = 2, |BE| =6 i |AE| = 4 oraz
zapisanie uktadu rownan prowadzgcego do wyznaczenia dtugosci bokow a oraz d:
a’?+d*=8%a*=6*+4>—-2-6-4-cosp oraz
d?=22+42—-2-2:4-cos(180° — B).

1 pkt — obliczenie diugosci odcinkéw DE, BE oraz AE:|DE| =2, |BE| =6 oraz |AE| =4
ALBO

— zapisanie, ze trojkaty DEC oraz AEB (albo trojkaty BEC oraz AED) sa podobne,
ALBO

— zapisanie réwnosci wynikajgcej z twierdzenia o odcinkach siecznych:
|AE| - |CE| = |BE| - |DE|.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jesli zdajacy zapisze, ze |DE| = 1 i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze
otrzymac co najwyzej 3 punkty.
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Przykiadowe petne rozwigzanie

Poniewaz trojkaty ABD i BCD sa prostokatne, to ich wspdlna przeciwprostokatna BD jest
Srednicg okregu opisanego na czworokgcie ABCD. Zatem |BD| = 8. Stad i z warunkéw
|BE| = 3 - |DE| oraz |BD|= 2-|AE| otfrzymujemy |DE| =2, |BE| =6 i |AE| = 4.

Oznaczmy przez S $rodek okregu opisanego na czworokgcie ABCD. Prowadzimy
wysokos¢ AP trojkata ASE i przyjmijmy pozostate oznaczenia jak na rysunku.

Poniewaz |AE| = 4 = |AS|, wiec trojkat ASE jest rownoramienny. Zatem spodek P
wysokosci trojkata ASE jest srodkiem podstawy ES tego trojkata. Stad wynika, ze
|EP| = |PS| = 1.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta ASP otrzymujemy

|AS|? = |AP|? + |PS|?
4% = p® +17
h® =15
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgtéw ABP i ADP otrzymujemy
|AB|?> = |AP|* + |PB|?> oraz |AD|? = |AP|? + |PD|?
a’? = h®>+5% oraz d?=h?+3?
a’?=15+25 oraz d?=15+9
a =40 =2V10 oraz d =24 =2V6

Katy DCA i ABD sa rowne, gdyz sg to katy wpisane oparte na tym samym tuku AD. Katy
DEC i BEA saroéwne, gdyz s3 to katy wierzchotkowe. Zatem trojkaty DEC | BEA sa
podobne (cecha kkk). Wynika stad, ze

|CD| _ |AB|
|DE| — |AE)
c _ 2v10
2 4
c=+v10
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Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta BCD otrzymujemy

|BD|? = |CD|? + |BC|?

82 =¢? + b2
64 = (VI0) + b?
b=+v54=3V6

Uwagi:
1. Dlugosci bokdw CD i B mozna abliczyé, wykorzystujac twierdzenie o odcinkach
siecznych. Wynika z niego, ze |AE|- |CE| = |BE]| - |DE|, wiec |CE| = 3. Poniewaz

cos 4AEP = 22 =1 , to z twierdzenia cosinusow wynika, ze

[AE] ~ 4
[CD)? =22 +3%—2-2-3-2=10 oraz |BC|> =62 +3%+2-6-3-7=54.

2. Po wyznaczeniu odcinkdéw |DE| = 2, [BE| = 6 i |AE| = 4 mozna wyznaczy¢ diugosci
bokow a oraz d, korzystajac z twierdzenia cosinusow. Przyjmujac B = £AEE, mozemy
zapisaé ukiad trzech réwnan: a2 +d? =82, a2 =62+ 4% —2-6-4-cosf oraz
d? =72 4+ 4% —2-2-4- cos(180° — f). Wtedy cosf = oraz a = 2v10 i d = 2v6.
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Zadanie 13. (0-6)

Zasady oceniania rozwigzan zadan

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymagania ogélne

Wymaganie szczegotowe

tworzenie ciggu argumentow,
gwarantujgcych poprawnos¢ rozwigzania
i skutecznos¢ w poszukiwaniu rozwigzan
zagadnienia.

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych i teoretycznych.

IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia | XIII.R5) rozwigzuje zadania optymalizacyjne
poprawnosci rozwigzywania problemow, z zastosowaniem pochodne,;.

Zasady oceniania

6 pkt — poprawne wyznaczenie wzoru funkgcji V(h) oraz jej dziedziny, oraz wyznaczenie
wysokosci graniastostupa o najwiekszej objetosci wraz z uzasadnieniem.

V3

5 pkt — obliczenie miejsca zerowego pochodnej funkcji V: h = ?d.

4 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji V, np. V'(h) = 2(d* — 3h%).

3 pkt — wyznaczenie dziedziny funkcji V(h): (0,d).

2 pkt — wyznaczenie objetosci V graniastostupa jako funkcji jego wysokosci, np.

V(h) = 2(d? — h?) - h.

1 pkt — wyznaczenie diugosci krawedzi podstawy w zaleznosci od wysokosci graniastostupa:

a=+2-Vdz—h2.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe peine rozwigzanie

Oznaczmy przez a dtugos¢ krawedzi podstawy
graniastostupa, natomiast przez h — wysokos¢ tego
graniastostupa.

a)

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata
ODH i otrzymujemy:

d? = h? + |0D|?
loD| = /d? — h?

av’z

Poniewaz |0D| = %lBDl = HT‘E, wigc —= = d? — h?.

Stad a =v2-Vd2 —h? i he (0,d).

Pole P, podstawy graniastostupa jest rowne

Pp=(VZ- M)z = 2(d? — h?)

CENTRALNA
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Wyznaczamy abjetosé graniastostupa jako funkcje zmienngj h:

V(h) =2(d?—h?)-h=2(d*h—h3) dla 0 < h <d.

b)
Wyznaczamy pochodna funkcji V'

V'(h) = 2(d* — 3h3)
Obliczamy miejsce zerowe pochodnej funkciji V:
Vith)=0
2(d2—=3hr2)=0 i he(Dd)
d

=7

Poniewaz V() > 0 dla h € (0,%) oraz V'(h) <0 dla h € (%,d),wiec funkcja V
v '
jest rosnaca w przedziale (D%] oraz malejaca w przedziale [%d) Zatem funkgja V
¥ v
d

osigga wartosé najwieksza dla h = -
Vo
Sposréd rozwazanych graniastostupow najwieksza objetosé ma graniastostup o wysokosci
d
h = —=.
V3
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