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Wiecej znajdziesz na https://paulinaodmatematyki.com

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtéwny 2023 r.

Uwagi ogélne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktore na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajq i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymac co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktow za dane zadanie).

Zadanie 1. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024’

Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegoétowe
II. Wykorzystanie i tworzenie informacji. Zdajacy:
1. Interpretowanie i operowanie V.13) postuguije sie funkcjami wyktadniczg
informacjami przedstawionymi w tekscie, i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do
zaréwno matematycznym, jak opisu i interpretacji zagadnien zwigzanych
i popularnonaukowym, a takze w formie z zastosowaniami praktycznymi.
wykresoéw, diagramow, tabel.

Zasady oceniania
2 pkt — zapisanie wzoru funkcji m: m(t) = 4 - 0,81 oraz obliczenie liczby petnych dni/déb,
po ktérych masa substancji bedzie mniejsza od 1,5 grama: 5 déb.
1 pkt — zapisanie wzoru funkcji m: m(t) = 4 - 0,81*
ALBO
— obliczenie liczby déb, po ktérych masa substancji bedzie mniejsza od 1,5 grama:
5 dob.
0 pkt — rozwiazanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jezeli jedynym btedem zdajacego jest ustalenie niepoprawnego wzoru funkcji w postaci
m(t) = 40,811 izdajacy konsekwentnie do popetnionego btedu oblicza liczbe déb, to
otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie.

Przykiadowe pelne rozwigzanie

Oznaczmy:

t — czas (w dobach), liczgc od chwili poczgtkowej,

m(t) — masa substancji po t dobach, liczagc od chwili poczatkowe;.

Liczby m(0), m(1), m(2) itd. sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego
o ilorazie 0,81. Zatem

'Rozporzadzenie Ministra Edukaciji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1246).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

m(t) =4-0,81"
gdzie t jest liczbg catkowitg nieujemna. Ten cigg geometryczny jest malejgcy. Ponadto
m(4)=4-081*"~172>1,5
m(5)=4-081°~139<1,5

wiec masa substancji bedzie mniejsza od 1,5 g po pieciu dobach.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtéwny 2023 r.

Zadanie 2. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegotowe

[ll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:

reprezentacji. XII.R2) stosuje schemat Bernoullego.
2. Dobieranie i tworzenie modeli
matematycznych przy rozwigzywaniu

problemow praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: % .
2 pkt — zapisanie poprawnego prawdopodobienstwa uzyskania co najmniej czterech

RORIHEON

sukcesow w pieciu prébach Bernoullego, np. P = (i) : (%)
4
s () -3+ )
3 3

sy /AN 3V ey I\ 3\ sy 1\ /3 gx 187 3t
66 60+06 6+06 @+ @]
1 pkt — zapisanie prawdopodobienstwa odniesienia sukcesu (p) i porazki (q) w pojedynczej
partii: p=%,q=%
ALBO
— zapisanie prawdopodobienstwa w postaci p°® + 5p* - q, gdzie p jest
prawdopodobienstwem odniesienia sukcesu, g — porazki,
ALBO
— przedstawienie fragmentu drzewa zawierajgcego wszystkie istotne gatezie
odpowiadajgce pieciu wygranym i czterem wygranym,
ALBO
— przedstawienie fragmentu drzewa zawierajgcego gatgz odpowiadajgcg czterem
wygranym i jednej przegranej oraz okreslenie na kazdym odcinku gatezi
prawdopodobienstwa sukcesu i porazki.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

5

=1 =

Uwagi:

4 1
1. Jezeli zdajgcy zapisze poprawne prawdopodobienstwa P(Sg) = (i) . (%) : (%) oraz

5
P(s2) = (g) : (%) , ale z dalszego rozwigzania nie wynika, ze P = P(S2) + P(S2), to

otrzymuje co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.
2. Jezeli zdajacy okresla bfednie prawdopodobienstwo porazki i konsekwentnie rozwigze
zadanie do korca, to otrzymuje 1 punkt za cate rozwigzanie.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przykiadowe petne rozwigzania
Sposob |

=

Okreslamy prawdopodobienstwo sukcesu (p) i porazki (q) w pojedynczej partii: p =

a=1-p=3.

Niech S¥ oznacza zdarzenie polegajgce na wygraniu przez Tomka doktadnie k partii
sposrod pieciu rozgrywanych (k € {0, 1, 2,3, 4,5}).

Obliczamy prawdopodobienstwo P wygrania przez Tomka co najmniej czterech z pieciu
partii:

4 1 5
5 1 3 5 1 $:3+1 16 1
p=Eih+ o= ) +0G) —Fr—=
Sposob Il (poprzez drzewo)

B =

Okreslamy prawdopodobienstwo sukcesu (p) i porazki (g) w pojedynczej partii: p =

3
q=1-p=z.
Rysujemy fragment drzewa doswiadczenia, zawierajacy wszystkie gatezie odpowiadajgce
czterem oraz pieciu wygranym przez Tomka partiom.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtéwny 2023 r.

1 3
/4§ R
1 3 1
4 4 2
T R T
1 3 1 1
4 4 4 4
T R T T
1 3 1 1 1
4 Yl 4 4
T R i ¥ i
1 3 1 ;| 1 1
4 4 4 4 4 P
T R T T T i

Symbol T odpowiada partii wygranej przez Tomka, natomiast R — partii, ktorej Tomek nie
wygrat. Oznaczamy przez A zdarzenie polegajgce na tym, ze Tomek wygrat co najmniej
cztery sposrdd pieciu partii.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne

Sposob Il (przez zdarzenie przeciwne)
Okreslamy prawdopodobienstwo sukcesu (p) i porazki (q) w pojedynczej partii: p = % ;

3
q=1-p=3.

Niech Sé"’ oznacza zdarzenie polegajgce na wygraniu przez Tomka doktadnie k partii
sposrod pieciu rozgrywanych (k € {0, 1, 2, 3, 4, 5}).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia A’ — przeciwnego do zdarzenia A. Zdarzenie A’
odpowiada co najwyzej trzem wygranym przez Tomka partiom.
Prawdopodobienstwo zdarzenia A’ jest rowne

P(A) = P(S9) + P(S35) + P(S2) + P(S5) =
Q6000000 0+00 6
0/ \4 4 1 4 4 2 4 4 3 4 4
~9-112 63
45 64
Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia A —tj. wygrania przez Tomka co najmniej czterech
z pieciu partii, jest rowne

, 63 1
PA)=1-PA)=1-Z=2
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtéwny 2023 r.

Zadanie 3. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegétowe

IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia | Xlll.R2) stosuje definicje pochodnej funkcji,
poprawnosci rozwigzywania problemow, podaje interpretacje geometryczng
tworzenie ciggu argumentow, pochodnej;
gwarantujgcych poprawnosc¢ rozwigzania XI11.R3) oblicza pochodng funkcji potegowej
i skutecznos¢ w poszukiwaniu rozwigzan o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
zagadnienia. pochodng, korzystajgc z twierdzen

0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu

i ilorazu.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x, = =3 oraz y = — %x + %
(lub y = —%(x +3) + 3).
2 pkt — obliczenie odcietej punktu P iwyznaczenie pochodnej funkcji f: xo = —3 oraz
100 (6x—2)-(x2+2x+8)—(3x2—2x)-(2x+2)
x - 2 -
(x24+2x+8)
1 pkt — obliczenie odcietej punktu P: xy = —3
ALBO

(6x—2)-(x2+2x+8)—(3x2—2x)-(2x+2)
2 -
(x2+2x+8)
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

— wyznaczenie pochodnej funkcji f: f'(x) =

Uwaga:
Jezeli zdajacy btednie stosuje wzér na pochodng ilorazu funkgji, to moze otrzymac co
najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.

Przykiadowe petne rozwigzanie
Obliczamy odcieta x, punktu P:
" 3x5 — 2x,
T x2+2x,+8
3x2 + 6x¢ + 24 = 3x,% — 2x,
Xg = -3
Wyznaczamy pochodng funkcji f:

_(Bx—2)" + 26+ 8) ~ @* ~2)(2x+2)
- (x%2 + 2x + 8)%

f'(x)
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

8x% +48x — 16
(x? + 2x + 8)2

f'x) =

Wyznaczamy réwnanie kierunkowe y = ax + b stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie P. Obliczamy wspoétczynnik kierunkowy a w réwnaniu stycznej:

) 8
w=id) =
Obliczamy wspdtczynnik b w réwnaniu stycznej:

8
3=——=(-3)+b

Styczna ma réwnanie y = —%x + 1i1°
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtéwny 2023 r.

Zadanie 4. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogdlne Wymaganie szczegdétowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze I.R3) korzysta ze wzoréw na: (a + b)?3,
kilkuetapowych, podawanie argumentow (a—b)3, a3+ b3 i a3 — b3.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odréznianie dowodu od przykfadu.

Zasady oceniania
3 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania, tj. przeksztatcenie nieréwnosci

x3 — x%?y < xy? — y® do postaci, z ktérej mozna bezposrednio wnioskowaé
o rownosci liczb x i y (lub do postaci, z ktérej mozna bezposrednio wnioskowac, ze
jedna z liczb: x, y, jestrowna 2) oraz obliczenie tych liczb: x = 2 oraz y = 2.
2 pkt — zastosowanie wzoru na szescian réznicy oraz kwadrat roznicy, wykorzystanie
zatozenia i zapisanie nierownosci kwadratowej z jedng niewiadomg x (lub y)
w postaci ax?+bx+c >0 lub ax? + bx+c <0,np. 16x> —64x+64 <0
ALBO
— wykorzystanie zatozenia x + y = 4 izapisanie nierownosci w postaci
4(x—y)> <0 (lub 4(4—2y)*> <0, lub 4(2x — 4)? < 0),
ALBO
— przeksztatcenie nieréwnosci do postaci (x — y)? - (x + y) < 0 oraz poprawne
okreslenie znaku jednego z czynnikéw iloczynu (x — ¥)? - (x +y),
ALBO
— zastosowanie nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczng a geometryczng, zapisanie
obu przypadkow i przeprowadzenie poprawnego rozumowania dla jednego z tych
przypadkow.
1 pkt — wykorzystanie zaleznosci x + y = 4 i zapisanie nieréwnos$ci z jedng niewiadoma,
np. x> —x?(4—x)<x(4—x)*—(4—x)?
ALBO
— przeksztatcenie nieréwnosci x® — x?y < xy? — y* do postaci
(x = y)(x* —y?) <0,
ALBO
— przeksztatcenie nieréwnosci x® — x?y < xy? — y® do postaci x -y > 4.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jezeli zdajgcy podstawia do zwigzkéw x +y = 4 oraz x3 — x?y < xy? — y3 konkretne
wartosci liczbowe i na tym opiera swojg argumentacje, to otrzymuje 0 punktéw za cate
rozwigzanie.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przykiadowe petne rozwigzania
Sposob |
Poniewaz x +y = 4, wigc y = 4 — x. Poniewaz ponadto x i y spetniajg nieréwnos¢

3 — x%y < xy? — y3, wiec otrzymujemy

2=l S -0~ @—2°

X

Stosujemy wzor na szescian roznicy oraz kwadrat roznicy i otrzymujemy
x3 —4x? + x3 < x(16 — 8x + x?) — (64 — 48x + 12x?% — x?)
Przeksztatcamy nierownosc i otrzymujemy kolejno
x3 —4x? + x3 < 16x — 8x% + x® — 64 + 48x — 12x% + x3
16x% — 64x + 64 < 0
(4x—8)*<0

Poniewaz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng, wiec jedynym
rozwigzaniem tej nierownosci jest x = 2.

Poniewaz y = 4 — x, wigc y = 2.

To nalezato wykazac.

Sposob Il

Przeksztatcamy nierownos¢ x* — x?y < xy? — y* kolejno do postaci
3 _x2y—xy2 493 <0
(x=E*-y)H =<0
(x+y)x—y)?*<0

Poniewaz x + y = 4, wiec otrzymujemy

X

4(x—y)*<0
Poniewaz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemna, wiec musi zachodzi¢
(x-=3)?*=0
Stad x —y =0, czyli x =y. Zatem 2x = 4, czyli x = 2. Poniewaz y = 4 — x, wiec
y = 2.
To nalezato wykazac.
CENTRALNA Strona 11 z 49
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtéwny 2023 r.

Zadanie 5. (0-3)
Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024
Wymaganie ogélne Wymaganie szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze VIII.R3) przeprowadza dowody
kilkuetapowych, podawanie argumentow geometryczne.
uzasadniajgcych poprawnos¢ rozumowania,
odroznianie dowodu od przyktadu.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: |[ND| = /3 + 1.
2 pkt — obliczenie diugosci odcinka BN: /3 — 1
ALBO
— obliczenie dlugosci odcinka BD: |[BD| = 2V3 i zapisanie rownania z jedna
niewiadomg x (dtugoscig odcinka BN),

ALBO
— zapisanie rownania X - 2+43 z niewiadomg x = |DN| (otrzymanego
2v/3—x 1
z podobienstwa trojkatow BLN i DEN, sposob V),
ALBO
— obliczenie wspotrzednych punktu N: N = (L £) i obliczenie dtugosci
V3+1'V3+1
odcinka BD: |BD| = 2v/3 (sposéb V),
ALBO
— obliczenie wspoirzednych punktéw N i D: N = (L i) i D=(+3,3)
V3+1'Y3+1 ’
(sposob V),
ALBO
1 3

— obliczenie wspotrzednych punktu N: N = (mm) i zapisanie diugosci |DN |

B+l B+
[+

1 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomag x = |BN|, np.

G-,

w postaci sposob V).

= 1-x-sin60° + 1. x-1-sin30° = 2 (z sumy pol trojkatéow BLN oraz KBN),

2 2 -
T i05° = sinflSC’ (z twierdzenia sinusow dla trojkata BNK),
sin%ZS“ = sinJS}S“ (z twierdzenia sinuséw dla trojkgta BNL),
1 x/3 R » ;
1 == 3 X =5 (ze zwigzkow miarowych w trojkatach BEN i ELN),
ALBO
— obliczenie dlugosci odcinka BD i zapisanie |BD| = 2V/3,
ALBO
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

— zapisanie rownania z jedng niewiadomg x (pierwszg lub drugg wspotrzedng
punktu N), np. —x + 1 = v/3x (sposéb V),
ALBO
— wyznaczenie rownan prostych AC i BD oraz obliczenie wspotrzednych punktu D:
D = (/3,3) (sposéb V).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano nieprawidtowa metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
W rozwigzaniach nie sg akceptowane przyblizenia dziesietne liczb rzeczywistych.

Przykiadowe petne rozwigzania
Sposob I (pola trojkatow)
W tréjkacie DAB o katach 90°, 60°, 30° mamy: |AD| =2, |AB| =4 i |BD| = 2+/3.

A
60° s
D
K
N
1
B 3 | L C

W trojkgcie BLN miara kata NBL jestrowna 60°. W trojkacie KBN miara kata KBN

jest rowna 30°. Poniewaz pole trojkgta KBL (rowne %} jest sumg pol trojkgtow BLN oraz

KBN, wiec mozemy zapisac rownosc
1 . 1 . 1
-k |BL| - |BN| -sm60°+§- |BN| - |BK]| - sin30° = 3

Stad, po uwzglednieniu warunku |BK| = |BL| = 1, otrzymujemy dalej

V3 1
BN|-—-+|BN| -5 = 1

IBN|- (V3 +1) =2
IBN| =V3 -1

Zatem |ND| = |BD|—|BN|=2v3—(¥3-1)=vV3+1.
To nalezato wykazac.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtéwny 2023 r.

Sposob 11

W tréjkacie DAB o katach 90°, 60°, 30° mamy: |AD| =2, |AB| =4 i |BD| = 2+/3.
Katy w tréjkgcie BNK majg miary: 30°, 45°, 105°. Stosujemy twierdzenie sinuséw

i zapisujemy rownosc:

|BK | |BN|
sin105°  sin45°
Zatem
Vi = 1-sin45° ? _ 2 B
sin(60°+45°) 3 V2 1 V2 V3+1
2 ETeT

Ostatecznie |[ND| = |BD|—|BN| =2V3—(¥V3—-1)=V3+1.
To nalezato wykazac.

Sposob Il (trojkgt BLN )
Prowadzimy wysoko$¢ NE w tréjkgcie BLN ioznaczamy x = |BE]|.

A

Trojkat prostokatny DAB ma katy ostre 60° i 30°, wiec:
|AB| = 2|AD|=2-2=4 i |BD|=|AD|V3 =2V3

Trojkat prostokatny BLK ma katy ostre 45°, wiec |KL| = V2.
W trojkacie prostokatnym NBE katy ostre majg miary 60° i 30°, wiec

INE| = |BE|-v/3 =x3 i |BN| = 2|BE| = 2x
Trojkat prostokatny ELN ma katy ostre 45°, wiec
INE| = |EL| = xV3

Ale |NE| = |BL| — |BE| = 1 — x, wiec otrzymujemy réwnanie
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

1—x=xV3
xW3+x=1
(\/§+ l)x =1
Mnozac obie strony réwnania przez /3 — 1, otrzymujemy
2x=V3-1
czyli
IBN| =2x =v3 -1
Zatem |[ND| = |BD|—|BN|=2vV3—(¥V3-1) =V3 +1.

To nalezato wykazac.

Sposob IV (twierdzenie cosinusow)

W tréjkacie DAB o katach 90°, 60°, 30° mamy: |AD| = 2, |AB| =4 i |BD| = 2+/3.
W trojkacie KBL katy majg miary: 90°, 45°, 45° oraz: |BK| = |BL| = 1, |KL| = V2.
Z twierdzenia cosinusow zastosowanego do trojkgtow KBN oraz BLN otrzymujemy
rownosci

|IBN|? = |BK|? + |KN|? — 2+ |BK| - |KN| - cos45°
oraz
|BN|?> = |BL|?> + |LN|?> = 2+ |BL|  |LN| - cos45°
Zatem po podstawieniu |[BK| = |BL| = 1 idodaniu stronami réwnan otrzymujemy rownose:
2|BN|? = |LN|? + |KN/|?

Poniewaz |£KBN| = 30°, wiec z twierdzenia cosinusow zastosowanego do trojkgta KBN
otrzymujemy:

|KN|? = |BK|?> + |BN|?> — 2+ |BK]| - |BN| - cos30°

Poniewaz |£NBL| = 60°, wiec z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do trojkata BLN
otrzymujemy:

|ILN|? = |BL|?> + |BN|?> = 2 - |BL| - |BN| - cos60°
Zatem po podstawieniu |BK| = |BL| = 1 idodaniu stronami réwnan otrzymujemy rownose:

ILN|? + |KN|2 =2+ 2+ |BN|? — |BN| V3 — |BN|

Ale
2+|BN|?> = |LN|?> + |KN|?
wiec
2-|BN|2=2+2-|BN|?>—|BN|-+v3 — |BN|
CENTRALNA
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Zatem |BN|- (V3 + 1) =2, czyli |[BN| =+/3 — 1. Dlatego
IND| = |BD| - |BN| = 2V3— (V3 -1) =V3 + 1.
To nalezato wykazac.

Sposob V (tréjkat w uktadzie wspotrzednych)

Umieszczamy trojkat ABC w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (x,y) tak, aby:

B = (0,0), A byt punktem lezgcym na dodatniej pétosi Oy, C byt punktem lezgcym na
dodatniej potosi Ox. Wtedy K = (0,1) i L = (1,0), wiec prosta KL ma réwnanie

y = —x + 1. Poniewaz |4BAC| = 60° i BD 1 AC, wiec prosta BD jest nachylona do osi
Ox pod katem 60°. Stad BD ma rownanie y = V3x.

ylk
A
4
600 2 y:@-x
. D
1K
N
L e
0lp N
1 y=—x+1 4

Obliczamy wspoétrzedne punktu N:

{y:—x+1
y=+3x
{\/§x=—x+1
y=v3x
1
T V3+1
V3
y:
V3+1

czyli N = (L £)
V3+1'V3+1

Obliczamy wspoifrzedne punktu A.

|AD| |AD|

W=cos60 , wiec |AB| e 4 istad A = (0,4).
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Poniewaz |£BCA| = 30°, wiec wspédtczynnik kierunkowy a w rownaniu prostej AC jest

V3

rowny a = tg150° = —g . Zatem prosta AC ma réwnanie y = -3 X + 4.
Obliczamy odlegtos¢ punktu N od prostej AC:

3 4 .. 98 ‘—@—3x/§+12(x/§+1) 8v3 + 12
3 V3+1 V3i+1 | 3(V3+1) _3(W3+1)
2 N 2 - 2 -
\/(—?) +(—1)? V3 V3

_8/3+12 V3 _4+2V3 _ 2(2++3)(V3
T3(W3+1) 2 V3+1 2

Zatem |ND| = /3 + 1. To nalezato wykazac.

_1)=\/§+1

Sposob VI (prosta rownolegfa do KL przechodzgca przez D)
Prowadzimy wysokos$¢ DE tréjkata BCD, a przez punkt D prostg rownolegta do
prostej KL ioznaczamy przez F punkt jej przeciecia z prostg BC.

A
60° 2
F D
K
1 N
B 1 L E F C

W tréjkacie DAB o katach 90°, 60°, 30° mamy: |AD| = 2, |AB| =4 i |BD| = 2V/3.
Trojkat prostokgtny BED ma réwniez katy ostre 60° i 30°, wiec |BE| = @ =+3
i IDE| = |BD|V3 = 3.
Trojkat prostokatny DEF ma katy ostre 45°, wiec jest rownoramienny.
Zatem |EF| = |DE| = 3.
Stad |LF| = |LE| + |EF| = (|BE| — |BL|) + |EF| =vV3—1+3 =2 + /3.
Z twierdzenia Talesa otrzymujemy
IND| _ |BN]
ILF| ~ |BL|

CENTRALNA r
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czyli
IND|  2v3—|ND|
2+v3 1

Stad
IND| = (2 ++3)-(2V3—|ND|)
IND|+ (2 ++3) - IND| =4V3 +6
IND|- (3++3)=4V3+6

43+6 2(2V3+3)(3-V3)

= =V3+1
3+v3 9-3

IND| =

To nalezato wykazac.

Sposob VIl (prosta réwnolegta do BC przechodzgca przez D)

Prowadzimy przez punkt D prosta rownolegta do prostej BC ioznaczamy przez E punkt

jej przeciecia z prostg KL, natomiast przez F — punkt jej przeciecia z prostg AB.

A
60° 2
D
E i .
K
N

1

B 1 L C

W tréjkacie DAB o katach 90°, 60°, 30° mamy: |AD| =2, |AB| =4 i |BD| = 2V3.
Trojkat prostokatny AFD ma katy ostre 60° i 30°, wiec |AF| =1 oraz |DF| =+/3.
Zatem |FK|=4-1-1=2.
Trojkat prostokatny KFE ma katy ostre 45°, wiec jest rownoramienny.
Zatem |EF| = |FK| = 2.Stad |ED| = 2 + /3.
Trojkaty DEN i BLN sa podobne (kkk), wiec

IND| _ |BN|

|ED| ~ 1BL|

czyli
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IND|  2v3—|ND|
2+V3 1

Stad
IND| = (2++3) - (2V3 — [ND|)
IND| + (2++V3)-IND| = 4V3 + 6
IND|- (3++V3)=4V3+6

4/3+6 2(2V3+3)(3-V3)

= =v3+1
3+V3 9-3

IND| =

To nalezato wykazac.

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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Zadanie 6. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogélne

Wymaganie szczegotowe

IV. Rozumowanie i argumentacja.

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

Zdajacy:

VII.R6) rozwigzuje rownania
trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
wiekszym niz w przyktadzie
4cos2xcos5x = 2cos7x + 1.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: %n + km oraz %n + km,

gdzie ke Z.

2 pkt — przeksztatcenie réwnania do postaci sin(2x) = —% lub sin(—2x) = % :

1 pkt — zastosowanie wzoru na sinus sumy katoéw i zapisanie sin(10x) jako

sin(6x) cos(4x) + cos(6x) sin(4x)
ALBO

— zastosowanie wzoru na sume/réznice sinuséw i zapisanie wyrazenia
2 sin(4x) cos(6x) jako sin(10x) — sin(2x) lub sin(10x) + sin(—2x),

ALBO

— zastosowanie wzoréw na sinus roznicy i cosinus sumy katéw i zapisanie
4 sin(4x) cos(6x) jako [sin(5x)cosx — cos(5x) sinx] - [cos(5x) cos x — sin(5x) sin x].
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy popetnia btgd rachunkowy, w wyniku ktérego otrzymuje jedng serie
rozwigzan, to otrzymuje co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.
2. Jezeli zdajgcy popetnia jednokrotnie btgd polegajacy na:
— niepoprawnym zastosowaniu wzorow trygonometrycznych na: sinus sumy/réznicy lub
sumy/réznicy sinusoéw, lub iloczyn sinusa i cosinusa

ALBO

— btednym zastosowaniu nieparzystosci/parzystosci funkcji trygonometrycznej
i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, i otrzyma co najmniej jedng serie rozwigzan,
to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposoéb |

Stosujemy wzory na sinus sumy oraz réznicy katoéw i przeksztatcamy réwnanie réwnowaznie,

otrzymujac:

4 sin(4x) cos(6x) = 2sin(10x) + 1

4 sin(4x) cos(6x) = 2sin(6x + 4x) + 1

4 sin(4x) cos(6x) = 2 sin(6x) cos(4x) + 2 cos(6x) sin(4x) + 1
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2 sin(4x) cos(6x) — 2 sin(6x) cos(4x) = 1
—2sin(2x) =1

sin(2x) = — 3

Stad 2x = Zm+2kn lub 2x = =i + 2k, gdzie k € Z, czy

7 11
x=—m+kn Iub x=En+kn

12
gdzie k € Z.
Sposob 1l
Zauwazamy, ze 4x + 6x = 10x. Posta¢ lewej strony réwnania sugeruje zastosowanie

a—p

wzoru na réznice sinuséw. Niech a i [ bedg liczbami rzeczywistymi takimi, ze e 4x
oraz aziﬁ = 6x. Wtedy

a=8x+p
[8x+ﬁ+ﬁ’_

2

=2

Przeksztatcamy lewg strone rownania 4 sin(4x) cos(6x) = 2sin(10x) + 1:

6x

4 sin(4x) cos(6x) = 2(sina — sin ) = 2(sin(10x) — sin(2x))
Stad i ze wzoru na réznice sinusow otrzymujemy:

2(sin(10x) — sin(2x)) = 2sin(10x) + 1

—2sin(2x) =1
. 1
5in(2%) = —5

Rozwigzujac to réwnanie, otrzymujemy:

7 11
2x = grr + 2km lub 2x = ?nf + 2km, gdzie k€ Z

7 11 _
x—ﬁn+kn lub x—ﬁn+kn, gdzie k€ Z

Sposob 1]
Przeksztalcamy rownowaznie wyrazenie 4 sin(4x) cos(6x), stosujgc wzory na sinus réznicy
i cosinus sumy kgtow:

4 sin(4x) cos(6x) = 4 sin(5x — x) cos(5x + x) =

= 4[sin(5x) cos x — cos(5x) sin x] - [cos(5x) cos x — sin(5x) sinx] =

CENTRALNA r
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= 4 sin(5x) cos(5x) cos? x — 4 sin?(5x) sinx cos x — 4 cos?(5x) sinx cos x +
+4 sin(5x) cos(5x) sin x =
= 4 sin(5x) cos{5x) — 4 sinx cos x = 2sin(10x) — 2 sin(2x)
Stad ofrzymujemy:
4 sin{4x) cos(6x} = 2s5in(10x) + 1
2(sin(10x) — sin(2x)) = 2sin(10x) + 1

—2sin(Zx) =1
. 1
sin(2x) = —3

Rozwigzujac to rownanie, otrzymujemy:

7 11
2x = i + 2kmr lub 2x = ?n' + 2km, gdzie k€ Z

7 11 _
x—ﬁn+kﬂ lub x—ﬁn+kn, gdzie k€ Z
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Zadanie 7. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024
Wymaganie ogélne Wymagania szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy X.1) rozpoznaje wzajemne potozenie
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | prostych w przestrzeni, w szczegoIlnosci
nietypowych. proste prostopadte nieprzecinajgce sie.
X.R5) wyznacza przekroje szescianu [...].

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: /6.
3 pkt — zapisanie rownania z jedng niewiadoma (dtugoscig odcinka SP), np.:
% = 27‘/% (z podobienstwa trojkatéw PHS i AHB, sposob 1),
18V2 = % 3v2-6+ % 6vV3 - |SP| (z réwnosci pol Pyas = Pgas + Puss ),

92 = % -6V3 - |SP| (zrownosci Pysp =%- |HS| - |AB| = % |HB| - |SP|,

sposob 1),
ALBO
— obliczenie pola trojkata HSR oraz dtugosci odcinka HR: Pppysp = 97‘@ oraz
|HR| = 3V3,
ALBO
— obliczenie diugosci odcinkéw HP i HS: |HP| =23 i |HS| = 3V2,
ALBO
— obliczenie dlugosci odcinkéw HP oraz cosinusa/tangensa kata SHP: |HP| = 2V/3
i cos4SHP = g (tg4SHP = g),
ALBO

— obliczenie diugosci AK: AK = 2/6.
2 pkt — obliczenie dlugosci bokow tréjkata HSB: |HS| = 3v2, |HB| = 63, |SB| = 3V6
ALBO
— zapisanie proporcji wynikajacej z podobienstwa dwoch trojkgtow prostokatnych, przy
czym jednym z nich jest trojkat HSP,

ALBO
— obliczenie/zapisanie dtugosci odcinkéw BH oraz SR: |BH| = 6+/3 oraz |SR| = 3,
ALBO
o e | _ 5
— obliczenie wartosci funkcji trygonometrycznej kata SHR: np. cos 4SHR = 3
sin4SHR =§ , tg 4SHR =g,
ALBO
— obliczenie pola tréjkata HAB: Pyyap = 18V2,
ALBO
CENTRALNA
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— obliczenie dlugosci odcinka SB i sinusa kata SBH: |SB| = 3V6 i sin4SBH = %,

ALBO
— zapisanie pola tréjkata HAB jako sumy pol tréjkatéw SAB oraz HSB i zapisanie
il 1
Pusg =7 |[HB| - |SP| (lub Pysp =3 - Pyas),
ALBO

— zapisanie pola tréjkata HSB na dwa sposoby: Pysp = % |HS| - |AB| oraz

Puss = - IHB| - ISP,
ALBO
— obliczenie pola trojkata HSB: Pysg = 9V2.
1 pkt — obliczenie/zapisanie diugosci jednego z odcinkéw BH, SR, HS albo BS:
|BH| = 63, |SR| = 3, |HS| = 32, |BS| = 3V6.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli jedynym btedem zdajgcego jest:
a) zastosowanie niepoprawnej definicji jednej funkcji trygonometrycznej
b) btedne zastosowanie twierdzenia Pitagorasa
c) zastosowanie niepoprawnej tozsamosci /x? + y2 =x+y
d) btedne zastosowanie twierdzenia cosinusow lub sinusow
e) bledne zastosowanie wzoru Herona

to zdajgcy moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy korzysta ze zwigzku |HP| = % |HB| (gdzie P jest spodkiem wysokosci

poprowadzonej z wierzchotka S na podstawe HB trojkata HSB) i nie uzasadni jego
prawdziwosci, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:
S — $rodek odcinka AH, H G

R — $rodek odcinka BH, I
P — spodek wysokosci trojkata SBH poprowadzone; E /i (o
z punktu S nabok BH. LOAP
S ¥ R
- ST T .
A > B
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Sposob |
Obliczamy |AH| = 6v2, |BH| = 6/3.

Trojkaty AHB i PHS sg podobne (cecha kkk), wiec
|SP| _ |SH|
|AB|  |BH|
ISP|  3V2
6  6V3
|SP| =6
Uwaga:
. . |SP| _3J2 : . o
Rownanie A o3 otrzymamy, stosujgc dwukrotnie definicje sinusa kata SHP

w tréjkatach prostokgtnych HSP i HAB.

Sposob 11
Obliczamy |AH| = 6V2, |BH| = 6V3, |HS| = 3v2.
Obliczamy pole trojkata HSB:

1 1
PAH53=§'|H5|'|A3|=§-3\/§-6=9\/§

Ale

1 1
Pansg =5 * |HB| - |SP| =5 6V3-|SP| =3V3-|SP|

Stad

3V3-|SP| = 9V2
wiec |SP| = /6.
Sposob lla

Odcinek SR taczy srodki bokéw w trojkgcie ABH, jest wiec réwnolegly do boku AB ima
dtugosc rowng |SR| = % 6=3.

Zauwazmy, ze trojkgt HAB jest prostokgtny, zatem tréjkat HSR tez jest prostokatny.
Obliczamy |AH| = 62, |BH| = 6V/3.

H
Obliczamy pole trojkgta HSR:
1 1 92
Pansr = 5 |HS| - ISR| =5+ 3V2-3 = —
2 2 . ;
S
Ale
1 1
Pausk = 5 |HR| - |SP| = 5-3V3 - |SP|
2 2 \
A 6 B
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Stad

1 92

il 3.|SP| = —

5 3V3 - |SP| 5

wiec |SP| = /6.

Sposob 1l

Wyznaczamy cosinus kata SHP:
AH| 6vV2 6

cos 4SHP =u=—\/_=£
|BH| 63 3

: ; _|HP| _|HP| . |HP| _ @
Poniewaz cos 4SHP = THS] = 372 ° wiec S =7

i stad |HP| = 2V/3.

2 2
Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkgcie HPS mamy (3@ = |SP|* + (2\/5) :
wiec |SP| = /6.

Sposob IV
Obliczamy |AH| = 6V2, |BH| = 6V/3.
Zauwazamy, ze trojkat HAB jest prostokatny. Pole tréjkgta HAB jest rowne

6vV2 -6
=18V2

AHAB =

Niech punkt K bedzie rzutem wierzchotka A na bok BH tréjkata HAB, zatem
|AK| - |HB|

= 18v2
5 V2
36V2  36V2
AK| = ——=——=2V6
|[HB|  6V3
Poniewaz trojkaty HSP i HAK sa podobne, wiec
|HS] _ |[HA|
ISP|  |AK]|
Stad
3v2-2V6
ISP| =——=—=+6
6v2
Uwaga:

Zadanie mozna rowniez rozwigzac, rozwazajgc ostrostupy DEGH oraz DEGB.
Prowadzimy odcinki EG i DG. Trojkgt EDG jest rownoboczny, gdyz wszystkie jego boki sg
przekatnymi przystajgcych kwadratéw, a poniewaz odcinki DH, EH i GH majg réwne
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dtugosci, odcinki DB, EB i GB tez majg rowne diugosci, wiec ostrostupy DEGH | DEGB
o wspolnej podstawie DEG sg prawidtowe.

H _ G

Whynika stad, ze prosta BH zawiera wysokos$ci tych ostrostupdéw, a to oznacza, ze punkt P
jest Srodkiem ciezkosci trojkata DEG o boku diugosci |DE| = 6v/2. Zatem

1 6V2-4/3
ISP| == ———

32=‘/g

CENTRALNA -
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Zadanie 8. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegotowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. VIII.R1) stosuje wiasnosci czworokagtow
1. Stosowanie obiektow matematycznych wpisanych w okrag i opisanych na okregu.
i operowanie nimi, interpretowanie poje¢
matematycznych.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 16+/3 + 10.
3 pkt — obliczenie diugosci boku AB: |AB| = 83 i zapisanie Obygcp = 2 (|AB| + |CD|)
ALBO
— obliczenie diugosci boku AB: |AB| = 8v3 i zapisanie réwnania
8V3+5=4+|AD|.
2 pkt — obliczenie dlugosci boku AB: 83
ALBO
— zapisanie réwnosci 1) i 3) okreslonych w kryterium oceniania za 1 punkt,
ALBO
— zapisanie rownosci 2) i 3) okreslonych w kryterium oceniania za 1 punkt,
ALBO
— zapisanie rownosci 1) i 4) okreslonych w kryterium oceniania za 1 punkt.
1 pkt — zapisanie jednej z ponizszych rownosci 1)- 4):

|AB| _ 4 1_ 23
) 5 =1 U 7=1app

s 4

1

V3 1 1
3) Obagcp =2 (|AB| + |CDJ),
4) |AB|+5 =4+ |AD|
ALBO
— zapisanie réwnania z jedng niewiadoma x (dtugoscig boku AB), np.
2
x2 =16+ (2 +x415) —4(2 +x415),

16= (24055 1B (Y05,

L~ g ®

(z twierdzenia cosinusow dla trojkgta ABC i dwoch katow tego trojkata).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przykiadowe petne rozwigzania 5 C
Sposéb | D __
Oznaczmy a = |4BAC|. Zgodnie z warunkami zadania fis

. 1 60
sina = 7. 4

"%

Obliczamy dtugos¢ a boku AB. Korzystamy
z twierdzenia sinuséw w trojkacie ABC i otrzymujemy
|AB| |BC|
sin60°  sina
|AB| 4
@ =
2

|

Stad |AB| = 8V/3. A
Poniewaz w czworokat ABCD mozna wpisac okrag, wiec prawdziwa jest zaleznosc¢
|AB| + |CD| = |BC| + |AD|
Zatem obwdd Ob,pcp czworokata jest rowny
Obupep = 2+ (JAB| + |CD|) = 16V3 + 10

Sposob Il
Zauwazmy, ze pole P trojkgta ABC mozna obliczy¢ na dwa sposoby:

V3

i T
P=§-|BC|-|AC|-sm6O _5-4—|ACI-7

P—1 |AC| - |AB| :
2 4

Stad |AB| = 8V3.

Poniewaz w czworokat ABCD mozna wpisaé okrag, wiec prawdziwa jest zaleznos¢
|AB| + |CD| = |BC| + |AD|

Zatem obwdd Ob,pcp czworokata jest rowny

Obagcp = 2+ (|AB| + |CD|) = 16V3 + 10

D

Sposaob 11l
Oznaczmy a = |4BAC|. Zgodnie z warunkami zadania

sina = % . Obliczamy diugo$¢ a boku AB.

Prowadzimy wysokos¢ BE tréjkata ABC.

Tréjkat prostokatny BCE ma katy ostre 30° i 60°,
wiec jest ,potowq” tréjkata rownobocznego o boku
diugosci 4. Zatem

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA
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43
|EB| - T - 2\/§
Z definicji sinusa w tréjkacie prostokathym ABE otrzymujemy
. |EB|
sine = ——
|AB|
czyli
1 2v3
4 |AB|

Stad |AB| = 8V3.
Czworokat ABCD jest opisany na okrggu, wiec |AB| + |CD| = |BC| + |AD].
Zatem obwéd Qb,gcp czworokata jest rowny

Obascp =2 - (|AB] + |CD]) = 16v3 + 10
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Zadanie 9. (0-4)
Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024
Wymaganie ogélne Wymagania szczegotowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. [1.1) stosuje wzory skroconego mnozenia
1. Stosowanie obiektéw matematycznych na: (a + b)?, (a — b)?, a? — b2
| operowanie nimi, interpretowanie pojec I1I.R4) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci
matematycznych. z wartoscig bezwzgledna, o stopniu
trudnosci nie wigkszym niz:
2|lx+ 3| +3|x— 1] =13,
lx + 2| + 2|x — 3| < 11.

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x € (—1?1%;)

3 pkt — rozwigzanie nieréwnosci w dwoch sposrdéd rozwazanych przedziatéw/przypadkow
(o ile rozpatruje nierownos¢ w przedziatach/przypadkach, ktérych suma jest rowna
R/wyczerpujgcych zbiér R)

ALBO
— zapisanie nierownosci w postaci rownowaznej koniunkcji dwoch nieréwnosci:
x+2< %— Ix=3|ix+2> —(?— |x — 3|), a nastepnie w postaci

réwnowaznej koniunkgcji nierownos$ci bez uzycia symbolu wartosci bezwzgledne;j:
19 ; 19 y 31 . 31
x—3<?—x i x—3>—(?—x) i x—3<x+? i x—3>—(x+?),
ALBO
— odczytanie z wykresow funkcji f oraz g pierwszych wspoéitrzednych punktow ich

% 11 14 . ; . et
przecigcia: x = g oraz x = 3 | sprawdzenle rachunkiem poprawnos$ci

odczytanych wspoétrzednych.

2 pkt — zastosowanie definicji wartosci bezwzglednej lub wtasnosci wartosci bezwzglednej
i zapisanie danej nierownosci odpowiednio w trzech przedziatach: (—oo,—2),
[—2,3), [3,+x), lubw czterech przypadkach: x+2<0 i x—3<0, x+2<0
ix—=320,x+2=20ix-3<0,x+2=01ix—3=0 (zdokladnoscig do

domkniecia)
ALBO
— zapisanie nierownosci w postaci rownowaznej koniunkcji dwoch nieréwnosci:
25 . 25
x+2<?—[x—3| i x+2>—(?—|x—3|),
ALBO

— narysowanie wykresow funkcji f(x) = |x + 2| oraz g(x) = % - |x = 3]|.

1 pkt — przeksztatcenie danej nieréwnosci do postaci |x + 2| < % — |x — 3.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Uwagi:

1.

Jesli w rozwigzaniu algebraicznym zdajgcy popetni bigd przy zapisie nieréwnosci tylko
w jednym z rozpatrywanych przypadkow, ale konsekwentnie do popetnionego btedu
rozwigze zadanie do konca, to moze uzyskac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

. Jesli w rozwigzaniu graficznym zdajgcy popetni jeden biad przy rysowaniu wykresu funkgciji

f(x) =|x+2] albo g(x) = 23—5 — |x — 3|, ale otrzyma dwa punkty przeciecia i dalej
konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze zadanie do konca, to moze uzyskac co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (za zapisanie wyrazen w postaci |x + 2| oraz

|x — 3| oraz konsekwentng interpretacje zbioru rozwigzan).

. Jezeli zdajacy przy rozwigzaniu graficznym poda zbiér rozwigzan x € (—1—31,1?4) ale nie

sprawdzi rachunkiem pierwszych wspétrzednych punktéw przeciecia wykresow funkcji f
i g, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposob |

Zauwazamy, ze VxZ +4x +4 = /(x + 2)2 = |x + 2| oraz
VxZ—6x+9=,/(x—-3)2=|x—3|
Zapisujemy nierownos¢ Vx? + 4x + 4 < 23—5 —Vx? — 6x +9 wréwnowaznej postaci

421 <2 - |x-3].
Rozwazamy trzy przypadki.

Przypadek 1. (gdy x € (—o0,—2))

25

W tym przypadku nieréwnos¢ ma postac -x — 2 < 3 tx- 3,czyli x > — 13—1 .

Stad otrzymujemy x € (— L. 2).

T

Przypadek 2. (gdy x € [-2, 3))

25

W tym przypadku nieréwnos¢ ma postac x + 2 < 3 + x — 3. Otrzymujemy prawdziwg

nieréwnosé 5 < 2—3:5 , wiec x € [—2,3).

Przypadek 3. (gdy x € [3, +))

25 14

W tym przypadku nieréwnos$¢ ma posta¢ x + 2 < 3 X + 3, czyll x < 3 - Stad

otrzymujemy x € [3, 1—;)

11 14)

Ostatecznie rozwigzaniami danej nierownosci sg wszystkie liczby ze zbioru (— 33)

Sposob Il (poprzez koniunkcje nierdwnosci)

Zauwazamy, ze VxZ+4x +4 = /(x +2)2 = |x + 2| oraz
VxZ—6x+9=,/(x—-3)2=|x—3|

Zapisujemy nieréwnos$é¢ vxZ + 4x + 4 < 23—5 —Vx? — 6x +9 wréwnowaznej postaci
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42l <2 |x-3].

Dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest

rownowaznosé: |x| < a wtedy i tylko wtedy, gdy x <a i x > —a.

Przeksztatcamy nierownos¢ |x + 2| < 23—5 — |x — 3|, korzystajac z tej rownowaznosci

dwukrotnie:
25 _ 25
X+2<——|x—3] i x+2>—(——|x—3|)
3 3
| 3| < L i 3l<x+ L
X 3 S © X 3
3<19 i 3> (19 ) i 3< +31 i 3> ( +31)
x 3 % 1 x 3 %] 1 % X 3 i x X 3
2 <28 [ 3 = 8 3<31 i 2x > e
x 3 [ 3 i 3 i 2x 3
14 11
x— | XER )} xER | x> ——
3 3
11 e 14
T
: ; . e i i s . 11 14
Ostatecznie rozwigzaniami danej nierownosci sg wszystkie liczby ze zbioru (—?,?).
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Zadanie 10. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe
[Il. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. VI.R2) rozpoznaje zbiezne szeregi
2. Dobieranie i tworzenie modeli geometryczne i oblicza ich sume.
matematycznych przy rozwigzywaniu
problemoéw praktycznych i teoretycznych.

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: L = 43Tﬁ
Qo
4
8:(4+V10)a
i 1= BT,
3 pkt — zapisanie: L = 4a (1 + % + % + )
V10

2 pkt — obliczenie ilorazu ciggu: q = T

V10

1 pkt — obliczenie dlugosci boku drugiego kwadratu: a, = =z a
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy obliczy tylko sume dtugosci bokéw (po jednym z kazdego kwadratu), to
moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy btednie ustala stosunek podziatu dtugosci boku kwadratu i rozwigzuje
zadanie konsekwentnie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate
rozwigzanie (za obliczenie ilorazu g ciggu, oile g € (0, 1), oraz za konsekwentne
obliczenie sumy obwodoéw wszystkich kwadratow).

3. Jezeli zdajgcy przyjmuje do obliczen konkretng dtugos¢ boku kwadratu K; irozwigzuje
zadanie konsekwentnie do konca, to otrzymuje 2 punkty za cate rozwigzanie.

4. Jezeli zdajgcy popetni btad rachunkowy i otrzyma iloraz g ciggu, ktory jest liczbg spoza
przedziatu (0, 1), to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie (za
poprawne obliczenie a,).

Przyktadowe petne rozwigzanie
Oznaczmy przez a; ditugos¢ boku kwadratu Kj; , natomiast przez L; — obwo6d kwadratu K;

(dla i=1,2,3,...). Niech L oznacza sume obwodow wszystkich rozwazanych kwadratow.
Obliczamy dtugosci bokéw kolejnych kwadratow:

a1~_—a
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Analogicznie
B V10 _ V10 V10 5
a3—-4a2—~4 4a—8a
5v10
a, = a
+T 82
i tak dalej.
Stad
V10 5 v10 5
L=Li+L+L;+ ..=4a+4-—a+4--a+ ..=4a|l+—+=+ ..
4 8 4 8

Zauwazamy, ze wyrazenie w nawiasie jest sumg szeregu geometrycznego, gdzie a; = 1

_ {10

4

o V10 : e i
Poniewaz |q| = 5= 1, zatem spetnione sg zatozenia twierdzenia o istnieniu sumy
nieskonczonego szeregu geometrycznego.

B 1 _ 4a _ 8(4+/10)a
Zatem L—4a-1_m—1_m— 3 )
K3 4
CENTRALNA
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Zadanie 11. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024
Wymagania ogélne Wymagania szczegotowe
lll. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. [11.R3) stosuje wzory Viéte'a dla réwnan
2. Dobieranie i tworzenie modeli kwadratowych;
matematycznych przy rozwigzywaniu [1l.R5) analizuje réwnania i nieréwnosci
problemoéw praktycznych i teoretycznych. liniowe z parametrami oraz réwnania
3. Tworzenie pomocniczych obiektéw i nierownosci kwadratowe z parametrami,
matematycznych na podstawie istniejgcych, | w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan
w celu przeprowadzenia argumentacji lub w zaleznosci od parametrow, podaje
rozwigzania problemu. warunki, przy ktoérych rozwigzania majg
zgdang wlasnosgé, | wyznacza rozwigzania
w zaleznosci od parametrow.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapow.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci A> 0. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne rozwigzanie nieréownosci A> 0: m € (—0,2) U (%, +00).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A= 0, to za te czes¢ rozwigzania otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony
warunek x; + x3 > —28. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 3 punkty.
Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:

3 pkt — rozwigzanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m, wynikajgcej z warunku

x3+x3>-28:me (2,%).
2 pkt — zapisanie nierownosci z jedng niewiadoma m, wynikajacej z warunku
x? +x3 > —28,np. ~64—3-(~222). (~4) > 28

ALBO

3 3
— zapisanie nieréwnosci (—2 — 52:;1) + (—2 + 52:;1) > —28 ipoprawne

zastosowanie wzoru skréconego mnozenia na szescian sumy/réznicy do co najmniej

3 3
jednego ze skfadnikow sumy (—2 - 5m—11) + (_2 + Sm—11 _
m—2 \ m=2 )

1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci x; + x5 > —28 do postaci pozwalajacej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viete’a, np.
(x1 + %)% — 3x3x, (% + x,) > —28
ALBO
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R ; gui s m—3 e
— wyznaczenie pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego x? + 4x — =3 ¥ zaleznosci

20m—44 20m—44
—A T X, = i
2-1 : 21 '
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

od m: x; =

Trzeci etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg

jednoczesnie dwa warunki: A >0 i x3 +x3 > —28: m€ (%,%)

Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg
jednoczesnie warunki A >0 i x; +x3 > —28: m€ (1—51%)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy popetni w | i/lub Il etapie jedynie btedy rachunkowe i otrzyma zbiory
rozwigzan z | i Il etapu, ktére nie sg roztgczne i zaden z nich nie jest zbiorem liczb
rzeczywistych, a nastepnie poprawnie wyznaczy czesc¢ wspolng zbiorow rozwigzan

z etapow | i I, to za Il etap otrzymuje 1 punkt.

2. Jezeli zdajgcy w |l etapie rozwigzania popetni btad i przyjmie, ze x; + x, = ifnl—:g lub
x; - X, = *+ 4, to za |l etap moze otrzymac co najwyzej 1 punkt, a za Il etap otrzymuje
0 punktow.

3. Jezeli zdajacy w |l etapie rozwigzania popetni btad, ktéry nie jest rachunkowy (np. pominie
istotne nawiasy przy przeksztatcaniu nieréwnosci x; + x5 > —28 do postaci
pozwalajgcej na bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte'a, albo przyjmie, ze
x; +x3 = (x; + x)[(x1 + x5)% — x; - x;], i konsekwentnie do popetnionego btedu
doprowadzi rozwigzanie Il etapu zadania do konca, to moze uzyskaé co najwyzej 1 punkt
za |l etap.

Przyktadowe peine rozwigzanie
| etap

Tréjmian kwadratowy x? + 4x — 2—:3 , gdzie m # 2, ma dwa roézne pierwiastki rzeczywiste

wtedy i tylko wtedy, gdy wyréznik tego trojmianu jest dodatni. Rozwigzujemy warunek A> 0:

m-—3
42—4-(— )>0

m-—2
20m — 44
— >0

m—2

(20m—44)-(m—-2)>0

20(m—%)-(m—2)>0
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11
me (—o0,2) U (?, +00)

Il etap

Sposob |

Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m # 2, dla ktoérych jest spetniony warunek
x3 + x5 > —28, korzystajgc ze wzoréw Viéte'a:

(x; + %)% = 3x;%,(x; + x,) > —28

—64—3- (—z—_z) (=4 > -28

m=3 . 3
m— 2
4m-9)(m-2)<0
c(22)
m iZ
Sposob Il
Wyznaczamy pierwiastki x, x, tréjmianu kwadratowego x? + 4x — 2—3 :
20m — 44
Tm-2 5m—11
m-2
20m — 44
“m-2 5m-—11
m-2

Nieréwnos¢ x; + x; > —28 mozemy wiec zapisa¢ w postaci

3 3
5m—11 5m—11
== [———— F|—=F [————]) =28
m—2 m-—2
Oznaczmy ’52:31 przez p. Wtedy

(—2-p)3+(-2+p)*>-28

Korzystajgc ze wzoru na szescian réznicy i szeScian sumy, otrzymujemy dalej
(-8 —12p — 6p? —p3) + (—8 + 12p — 6p? + p3) > —28
—12p? — 16 > —28
12p2—12<0
p?—-1<0
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Zatem

2
’Sm—ll
— ] —-1<0
m-—2

5m-—11
m-2
bm—11-m+2
m—2
4m -9
m—2
(4m-9Y(m—-2)<0

e (2 9)
m '3
Uwaga:

Nierowno$é¢ (—2 —p)3 + (—2 + p)* > —28 mozemy réwniez przeksztatcié¢, korzystajgc ze
wzoru na sume szescianow. Wtedy otrzymujemy

22—+ (2) +P)[(-2—p)* — (-2—~P)(—2+ )+ (—2+P)*] >—28
—4(4+4p+p*+p*P—4+4—4p+p?) > -28

-1<0

<0

<0

3p2+4<7
p?—1<0
lll etap
Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m # 2, ktére jednoczesnie spetniajg warunki

me (—x,2) U (1—51,+00) oraz m € (2%) m € (15—1%)
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Zadanie 12.1. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymagania ogélne Wymagania szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
1. Przeprowadzanie rozumowan, takze I.R1) stosuje wzér na zamiane podstawy
kilkuetapowych, podawanie argumentow logarytmu.
uzasadniajgcych poprawnosc rozumowania, | 1.9) stosuje zwigzek logarytmowania
odréznianie dowodu od przykfadu. z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
|. Sprawnos¢ rachunkowa. logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
Wykonywanie obliczen na liczbach i logarytm potegi.

rzeczywistych, takze przy uzyciu
kalkulatora, stosowanie praw dziatan
matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz
wykorzystywanie tych umiejetnosci przy
rozwigzywaniu probleméw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

Zasady oceniania

-x? —6x do

2 -log, V27 - logs 2
2 pkt — poprawne przeksztatcenie wyrazenia 81'°83% + 82 3 83

postaci x* + x? — 6x.

1 pkt — poprawne zastosowanie wtasnosci a'°8a? = b, j. przeksztatcenie wyrazenia 3'°8:*"
(lub (3"’83")4) do postaci x*
ALBO

— poprawne zastosowanie wzoru na zamiane podstawy logarytmu.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Przyktadowe petne rozwigzanie
2 -log, V27 - logy 2

Przeksztalcamy wyrazenie g1'o8:x 4 3 - x? — 6x, korzystajac z wtasnosci
logarytmow:
2 -log, V27 - logs 2 2 3
g1loesx 4 52 = B3%. X% — 6x = (3108 % 4 3 log2 3°log3 2+ x% — 6x =
Z 3 i log, 2
= 34logs ¥ 4 37 10823 logs2 - x% — 6x = 31983%" + log, 3 - oz, 3 x2 —6x =

=x*+x%—6x
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Zadanie 12.2. (0-4)
Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024
Wymaganie ogélne Wymagania szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy XI11.R3) oblicza pochodng funkcji potegowej
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
nietypowych. pochodng, korzystajgc z twierdzen
0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu
i ilorazu;
XI11.R4) stosuje pochodng do badania
monotonicznosci funkc;ji.

Zasady oceniania

4 pkt — uzasadnienie, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla x = 1 i obliczenie
wartosci najmniejszej funkcji f: (—4).

3 pkt — uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznosci funkgji), ze funkcja f przyjmuje
wartosé najmniejszg dla x = 1.

2 pkt — poprawne rozwigzanie rownania 4x3 4+ 2x —6=0: x = 1.

1 pkt — wyznaczenie pochodnej funkcji f: f'(x) = 4x3 + 2x — 6.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy wyznaczy pochodng funkcji f z btedem i wyznaczona pochodna nie jest
wielomianem stopnia trzeciego, to otrzymuje 0 punktoéw za cate rozwigzanie.

2. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada wartos¢ najmniejsza dla
wyznaczonej wartosci x, przy ktorej pochodna sie zeruje, mozna uznac sytuacje, gdy
zdajacy bada znak pochodnej oraz:

— opisuje (stownie lub graficznie - np. przy uzyciu strzatek) monotonicznos¢ funkcji f

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x funkcja f ma minimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najmniejsza wartosc

LUB

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci x funkcja f ma minimum lokalne i jest to
jedyne ekstremum tej funkgiji.

3. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisac w inny sposob, np. szkicujgc wykres
funkcji, ktora w ten sam sposab jak pochodna zmienia znak, i zaznaczajac na rysunku,
np. znakami ,+”" i ,-" znak pochodne;j.

4. Jezeli zdajgcy przedstawi niepetne uzasadnienie, ze dla x = 1 funkcja f osigga
najmniejszg wartos$¢ i obliczy f(1) = —4, to otrzymuje 3 punkty za cale rozwigzanie.
Jesli zdajacy nie przedstawi zadnego uzasadnienia i obliczy f(1) = —4, to otrzymuje co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.
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5. Jezeli zdajacy:

— nie rozwiazuje rownania 4x> + 2x — 6 = 0, lecz stwierdza, ze liczba 1 jest jego
rozwigzaniem bez uzasadnienia, ze jest to jedyne rozwigzanie rzeczywiste tego
réwnania

ALBO

— popetnia btad (ktory nie jest bledem rachunkowym) przy rozkiadzie wielomianu
4x3 + 2x — & na czynniki, ale otrzymuje wielomian stopnia trzeciego, ktary przyjmuje
w zbiorze (0, +o0)} warto$é najmniejsza

i dalej konsekwentnie rozwigzuje zadanie do kofica, to otrzymuje 2 punkty za cate

rozwigzanie.

Przykladowe pelne rozwiazanie

2 -log, v27 - log, 2
Dla kazdego x > 0 wyrazenie 81198:s% + Ba 3 83 -x% — 6x jest réwne

wyrazeniu x* + x* — 6x. QObliczamy najmniejszg wartoéé funkcji f okreslonej wzorem
f(x} =x*+x%—6x dla x € (0, +).

Wyznaczamy pochodng funkgji f: f'(x) = 4x3 + 2x — 6 dla x € (0, +0).
Obliczamy migjsca zerowe pochodnsj funkeji £:

flx)=0
4x3+2x—6=0
4x3 +2x—4—-2=0

Axi -1 +2(x—1)=0

Ax—1Dx2+x+1D+2(x-1)=0
(x—1D@x?+4x+4+2)=0

(x—D@x%+4x+6)=0

x—1=0 lub 4x®+4x+6=0
x=1

gdy?z 4x2 +4x + 6 > 0 dla kazdego x > 0.

Badamy znak pochodng;:

f'(x) >0 dla x € (1, +c0),

f'{(x) <0 da x€(0,1).

Zatem funkcja f jest malejaca w przedziale (0, 1] oraz jest rosngca w przedziale [1,+).
Stad dla x = 1 funkcja f osigga warto$é najmniejszg réwng f(1)=1*+12—-6-1=—4,
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Zadanie 13. (0-6)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogélne Wymagania szczegotowe
IV. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
4. Stosowanie i tworzenie strategii przy VII.R5) korzysta ze wzoréw na sinus,
rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach | cosinus i tangens sumy i réznicy katow,
nietypowych. a takze na funkcje trygonometryczne katéw
podwojonych.
IX.R3) znajduje punkty wspodlne prostej
i okregu oraz prostej i paraboli bedacej
wykresem funkcji kwadratowe;.

Zasady oceniania
6 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: C = (% ,— 13—0)

5 pkt — zapisanie jednego rownania stopnia pierwszego i rownania stopnia drugiego
z dwiema niewiadomymi, np.

1 3
=2(x—%)—%
{ > ( 2) 2 (pr. AC iokrag 0),
(

x—12+(@y+1)2 =5

{ y=Jx—11—1
1 (pr. SC iokrag 0),
x—-1¥+O@+1)* =53

ALBO
— wyznaczenie rownania prostej CC;: y = —x + % ;
ALBO

— zapisanie uktadu rownan liniowych, np. réwnan prostych AC i BC.
4 pkt — zapisanie jednego réwnania z dwiema niewiadomymi, np.

y = Z(x—%)—% (pr. AC),
x-D*+y+1)°= % (okrag 0),
y=7(x=1)=1 (pr. SC),

2 2
’12—0 = J(% - x) + (—% o y) (okrag o srodku w punkcie B i promieniu BC),

10 2 2

G4

=3 (wykorzystanie zaleznosci miedzy przyprostokatnymi BC

2 2
3 2 g J(l — x) + (—§ —y) (okrag o srodku w punkcie A ipromieniu AC),

oraz AC).
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3 pkt — obliczenie wspdtczynnika kierunkowego prostej A(: 2 oraz obliczenie

wspoirzednych punktdw przecigeia paraboli z prostg 11 A = (% .—%) oraz

b=}

ALBQ
— obliczenie wspotrzednych srodka S okregu © lub promienia R okregu O:
§=(1,—-1) lub R = % , lub |AB| = /2,

ALBO
— obliczenie wspatczynnika kierunkowego prostej S{': 7 oraz obliczenie

wspotrzednych punkidw przeciecia paraboli z prostg I: A = (% ,—%) oraz

5= d)

2 pkt — obliczenie wspodtrzednych punktdéw przeciecia paraboliz prostg [: A = (% , —%)

31
oraz b = (i ,—z)
ALBO

— obliczenie wspotczynnika kierunkowego prostej AC: 2,
ALBQC

— obliczenie wspdtczynnika kierunkowego prostej 5C: 7,
ALBQ

— zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (jedna ze wspoitrzednych punktu A lub B},

y=4x?—-7x+1

x—y—2=0
fqc = tg(a + 45°) (lub as. = tg(2a + 45°) ),
ALBO

— zapisanie, ze pierwsza/druga wspotrzedna srodka S okregu jest Srednig
arytmetyczng rozwiazan réwnania 4x? —8x + 3 =0 (lub 4y + 8y + 3 = 0), np.

ktore wynika z uktadu réwnan { oraz zapisanie, ze

8
xg =4 ;xz X5 =5 (wzory Viete'a).

1 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadoma (jedng ze wspdtrzednych punktu A lub B),
y=4x?—7x+1
x—y—2=0
x—2=4x2-7x+1, y=4(y+2) -7y +2)+1
ALBQ
— zapisanie, Ze a4. = tg(a + 45°) lub g = tg(2a + 45°).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawna metode, albo brak rozwigzania.

ktdre wynika z uktadu rownan {

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy obliczy €, = %, —%) graz C, (roznyod C,)inie odrzuci C,,to
otrzymuje 5 punktéw za cale rozwigzanie.

2. JeZeli jedynym btedem zdajgcego jest:
a) zastosowanie niepoprawnej réwnosci tg(a + f8) = tga + tgp,
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b) zastosowanie niepoprawnej definicji funkcji trygonometrycznej,

c) podstawienie do réwnania okregu srednicy zamiast promienia,

d) btedne zastosowanie wzorow Viéte'a przy obliczaniu wspotrzednych srodka okregu,
to zdajacy moze otrzymac co najwyzej 4 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposob | (poprzez proste AC i BC)
Obliczamy wspéirzedne punktéw przeciecia paraboli z prostg [:

(y=4x*> - 7x +1
Lx—=y=—=2 =1
(y=4x2—-7x+1
lx—(4x®—Tx+1)—2=0
(y=4x2-7x+1

(—4x*> +8x—-3=0

y=4x?>—-7x+1

Stad 4 = (% —%) oraz B = (% —%)

Prosta [ ma réwnanie kierunkowe y = x — 2, wiec jest nachylona do osi Ox uktadu
wspoirzednych pod katem 45°. Zatem prosta przechodzgca przez punkty A i C jest
nachylona do osi Ox uktadu pod katem a + 45°. Obliczamy tg(a + 45°), korzystajac ze
wzoru na tangens sumy katow:

1
tga + tg45° 3+l 143
tg(a + 45°) = = = =
gla ) I=tga-tpdh® 7. 1.3 3-1
3

Wyznaczamy réwnanie prostej AC: y = 2 (x —% = % .

Poniewaz AB jest $rednicg okregu, wigc kat ACB (jako kat wpisany oparty na Srednicy
AB) jest prosty. Wobec tego wspoétczynnik kierunkowy ag. prostej BC jest rowny

Agc = —% i prosta BC ma réwnanie y = —%(x —%) —%.
Punkt C = (x¢,yc) lezy na prostych AC i BC, wiec y, = 2 (xc = %) —% oraz

1 3 1 ;
Ye=—3 (xc - ?) -5 Stad otrzymujemy:

2( 1) 3_ 1( 3)1
Xc—3) 2- "Z2\*73)73

5 _ 11
o=
_ 1
*¢ =10
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Zatem C = (%—13—0)
Sposob Il (poprzez ditugosci odcinkow AC i BC)
Wyznaczamy punkty przeciecia prostej [ i paraboli y = 4x? — 7x + 1:
{y =4x?—-7x+1
x—y—2=0
[x—2=4x2—7x+1
y=x—2
{4x2 —-8x+3=0
y=ix—2

[WS]IN]

Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe 4x? — 8x + 3 = 0 i otrzymujemy x =% lub x =
1 , I P _{L B
Dla x =3 otrzymujemy y = 2= — 7, wigc A= (2, 2).

3 . 3 . .
Dla x =7 otrzymujemy y =5 — 2= — 5, wigc B= (2, 2).
Obliczamy dtugosc¢ odcinka AB:

- G-+ (4+Y -

Poniewaz AB jest srednicg okregu O, wiec kat wpisany ACB jest prosty.
Obliczamy dtugosci bokéw AC i BC trojkata prostokgtnego ABC.

2
Wobec tga =% i |AB| = V2 otrzymujemy 1Bl —% i |JAC|? +|BC|? = (V2). Stad

|AC|] —
IAC| =¥ i |BC|=§.

Niech C = (x,y). Wykorzystujemy obliczone dlugosci przyprostokatnych trojkgta ABC oraz
wzor na diugos¢ odcinka i zapisujemy réwnania:

35 112 312
S G R
5~ M \/x 2 Y3
Z uktadu rownan
: P 3 +9+ 24+ +1
g g TRy
L +1+ “+3 +9
5o TXTETY YTy

otrzymujemy zaleznosc¢ liniowg miedzy y a x
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z ktorej wyznaczamy y: y = —x + %

Z otrzymanychrownan y = —x + ¢ i % =x?—3x+ % +y*+y +% obliczamy
wspotrzedne punktu C:

1 9 4\? 4 1
§=x2—3x+—+(~x+—) +(—x+—)+-

4 5 5/ 4
= 2x* —@x +ﬂ
5 50
0 = 100x? — 280x + 187
:&c=E lub x=E
10 10

: . 17 ; 9 i7 9 :
Rozwigzanie x = 10 odrzucamy, gdyz wtedy y = ~70 2 punkt (E’ _E) lezy pod

prostg (.

11 3 /11 3
Gdy x = g.t0 ¥ = — 5. wiee € = (5.~ 15)

Sposob Il (poprzez okrag O iprostg AC)
Obliczamy wspétrzedne punktéw przeciecia paraboli z prostg [:

{y:4x2—7x+1

x—y—2=0

{y"——4x2—7x+1
x—(4x?—-7x+1)—-2=0

{y"——4x2—7x+1
—4x2+8x—3=0
y=4x?>—-T7x+1

1 3

:—V _—
=3V ES5

Stad A:(%,—%) oraz B = (% —%)

Prosta [ ma réwnanie kierunkowe y = x — 2, wiec jest nachylona do osi Ox uktadu
wspoirzednych pod katem 45°. Zatem prosta przechodzgca przez punkty A i C jest
nachylona do osi Ox ukfadu pod katem a + 45°. Obliczamy tg(a + 45°), korzystajac ze
wzoru na tangens sumy katow:

1
tga+tg45° 3+l  1+43
1—-tga-tg45° 1_%.1 3-1

tg(a + 45°) =
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Wyznaczamy réwnanie prostej AC: y = 2 (x - %) —% ;

Obliczamy dtugos¢ odcinka AB:

1= G-+ (3D -

Obliczamy wspotrzedne srodka S okregu O: S = (1,—1).

Zapisujemy rownanie okregu 0: (x — 1)? + (y + 1)* = % :
Obliczamy wspotrzedne punktéw przeciecia okregu O z prostg AC:

(x—1D%*+ @+ 1)2=l

2
5
y:2x—§
Stad
5 1
(x—1)2+(2x—§+1) =
9 1
x2—2x+1+4x2—6x+2=5
5x2—8x+ﬂ=0
4
11
x=§ lub x=E

Dla x = = otrzymujemy y = -—% , czyli wspotrzedne punktu A.

2
11 . _ 3 ¢ e AL 3
Dla x = 15 otrzymujemy y = — 75, czyli € = (ﬁ ’_E)'

Sposob IV (poprzez okrag O i Srednice przechodzaca przez C)
Wyznaczamy punkty przeciecia prostej [ i paraboli y = 4x? — 7x + 1:

{y=4x2—7x+1

Y—y—2=4

{x—2:4x2—7x+1
y=x-—2

{4x2—8x+3=0
y=x-—2

Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe 4x? —8x + 3 = 0 i otrzymujemy x = >

_1 W VN N
Dla x=z otrzymujemy y=3 2= 5, Wigc A—(z, 2)-

3 : 3 1 . 3 1
Dla x = 7 otrzymujemy y = 5~ 2= — 7, Wige B = (f’_i)'
Obliczamy dtugosc¢ odcinka AB:
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o= G-+ (3 -

Poniewaz AB jest $rednicg okregu O, wiec ten okrgg ma srodek w punkcie S = (1,—-1)
i promien r = JTE .

Katy CAB oraz CSB sa oparte na tym samym tuku okregu O, wiec

|A£CSB| = 2 - |4CAB| = 2a. Poniewaz tga = % , wiec

2
2tga 3 3

—tg2a= 1_“(1)2 _Z

3

Obliczamy wspofczynnik kierunkowy a w réwnaniu prostej SC:

tg(2a) = 1

3
3 o 18Qa)+tg45° ztH1 3
a_tg(2a+45)_1—tg(2a)-tg45°_1_§.1_7
2

Réwnanie prostej SC: y=7(x —1) — 1.
Obliczamy wspéirzedne punktu C:

{(x—1)2+(y+1)2=%
y=7x—-1) -1

1(x—1)2+[7(x—1)]2=%
y=7(x—-1)-1

50(x — 1)% = ~
X — =
{ 2
y=7x—-1)-1
|% — 1] :
e T

y=7x-1)-1

- 11
* =10 £=10

y=7x-1)-1

9 . 17 < 9 by - ; :
Dla x = 10 otrzymujemy y = —710 < Ya Wigc punkt (ﬁ—ﬁ) nie spetnia warunkéw

zadania.

5 : 3 ; 11 3
Dla x = 1o Otrzymujemy y = —75, wigc C= (E’_ﬁ)'

CENTRALNA r
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